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            Abstract
          
        

        
          In this study, a refined structural model of a complex rotating shaft system with nonuniform cross-section, disks, and supported by several bearings are established via Hamilton’s variational principle. Timoshenko beam theory is adopted to incorporate transverse shear and the rotary inertia effect. It is assumed that the shaft spins with a constant speed about its spin axis and is subjected to a conservative axial force. Elastic coupling between vertical and lateral bending motion is caused by Coriolis acceleration. The implications of the gyroscopic effect, additional masses, axial force, and nonhomogeneous boundary conditions (reflecting bearing stiffness and damping) are revealed and analytical results are compared with those obtained from the ANSYS finite element analysis. The prediction model established in this study could be used for the preliminary design of a complicated rotating system.
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      1. 서론
      단순한 형상을 가진 회전축계에 대해서는 보 이론에 기초하여 구조 모델을 정립하고 그 동특성을 규명하여 기초설계 자료로서 활용하여 왔다.

      그러나 회전축 중간 중간에 집중질량(디스크)들이 부가되고 축의 단면 형상 및 치수가 연속/불연속적으로 변화하며 한정된 강성과 감쇠 성능을 갖는 다수의 베어링으로 지지된 경우에는 이론적 모델링과 그 모델에 대한 해석이 일반적으로 쉽지 않다. 따라서 복잡한 형상 및 구조를 가진 경우에는 대표적으로 유한요소법을 이용하여 동특성을 분석하나 이 경우 변수 변화에 따른 다양한 동특성변화를 구명하는데 많은 시간과 노력이 필요하다.

      디스크와 같은 집중질량을 갖는 회전축계 진동 연구는 Park(1)과 Yang(2)에 의해 티모센코 보 이론을 적용한 연구가 진행되었다. 또한 양단 단순 지지되고 축에 부가질량이 존재하는 경우의 회전축계 모델에 대해 자이로스코프 행렬의 2차 고유치 문제를 1차로 변환하여 해석하는 연구가 진행되었다(3).

      1997년 Jun(4)은 토크와 회전관성, 전단변형을 고려한 다단 회전축계의 고유진동 특성 연구를 수행하였다. 2006년 Multi-stage rotor-blade system의 모델링작업을 위해 합성, 다중 프레임 및 혼합 방식을 도입하여 선형 커플링에서 축의 비틀림 및 블레이드의 진동에 대한 연구가 진행되었다(5). 다단 불균일 단면 복합재료 회전축의 정적 불안정과 동적 불안정 특성, 보존력과 자이로스코프 힘, 섬유각 변수에 대한 동특성 변화 연구가 이루어졌다(6,7). 또한 터보 압축기 다단 회전축계에 대하여 축하중의 크기, 베어링의 강성, 그리고 코리올리 가속도를 변수로 하는 수치해석 모델을 정립하여 동특성 해를 구하였다(8).

      이 연구에서는 회전축 중간에 집중질량 디스크들이 부가되고, 축의 단면 형상 및 치수가 연속/불연속적으로 변화하고, 회전축방향으로 축하중이 작용하며, 유한한 강성 및 감쇠를 갖는 베어링으로 지지된, 즉 non-homogeneous 경계조건을 갖는 복잡 회전축계에 대하여 티모센코 보 이론과 해밀턴 원리를 적용하여 이론적 모델링 작업을 수행하였다(9).

      그리고 이 구조 모델에 대하여 정확하고 효과적인 수치해석법인 EGM(extened Galerkin’s method)를 사용하여 다양한 변수 변화에 따른 동특성 변화 경향을 도출하고 이를 유한요소 해석(ANSYS) 결과와 비교 분석하여 이론 모델의 타당성에 대한 검증을 수행한다. 검증된 구조 모델은 유한요소법보다 빠르고 손쉽게 다양한 변수에 대한 동특성 변화경향을 제공할 수 있다. 따라서 이 연구에서 제시된 복잡 회전축계 이론 모델은 복잡한 형상과 구조를 가진 회전축계의 기초설계에 유용하게 사용될 수 있을 것으로 기대된다.

    

    

  
    
      2. 이론적 구조 모델링
      
        2.1 베어링지지 회전축계
        Fig. 1은 각속도로 회전하고 있는 회전축에 질량 m인 디스크가 부착되어 있고 유한한 강성을 갖는 베어링에 의해 양단이 탄성적으로 지지되어 있는 단순한 회전축계 모델을 나타내고 있다(10).

        이 연구에서는 관성좌표계인 OXYZ와 회전체 축의 중심에 고정된 회전좌표계 Oxyz를 사용하였으며, 두 좌표계의 공통원점 O는 회전축 단면의 중심에 위치해 있다.

        
          
          

          Fig. 1  
				
          

          
            Rotor with disk supported by anisotropic bearings
          
          

          

        

        회전축은 길이가 L이고, 단면형상이 연속적, 또는 불연속적으로 변화하는 불균일 단면을 가지며, z축 방향의 회전속도 Ω가 일정하고, 축 방향으로 양단에 압축하중 P가 작용하며, 전단변형과 회전관성 효과가 고려된 티모센코 보로 Fig. 2와 같이 모델링하였다.

        
          
          

          Fig. 2  
				
          

          
            Configuration of the shaft system model with added masses and bearing supports
          
          

          

        

        3차원 변위를 1차원 변위변수로 표현하기 위해 회전축 단면 내의 임의의 한 점 A에서의 3D 변위 u, v, w와 1D 변위변수 u0, v0, θx, θy와의 관계를 Fig. 3에 나타내었다.

        
          
          

          Fig. 3  
				
          

          
            Coordinates of a shaft 
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        여기서θx (z;t) = γyz(z;t) - v0´(z;t)

        θy (z;t) = γxz(z;t) - v0´(z;t)

        u0, v0와 θx, θy는 각각 x, y축 방향의 병진변위와 x, y축 중심의 회전각을 나타낸다. θy의 방향이 θx의 방향과 반대인 것은 1상한에서의 변위 w가 양이 되도록 θx, θy의 방향을 선택한 결과이다.

        한 점 A(x,y,z)에서의 위치, 속도, 가속도벡터는 다음과 같다.

        
          
            
              	
                
                  
                    
                      
                        
                          
                            
                            
                              
                                R
                              
                              
                                →
                              
                            
                            
                              
                                x
                                ,
                                y
                                ,
                                z
                                ;
                                t
                              
                            
                            =
                            
                              
                                x
                                +
                                u
                              
                            
                            
                              
                                i
                              
                              
                                →
                              
                            
                            +
                            
                              
                                y
                                +
                                v
                              
                            
                            
                              
                                j
                              
                              
                                →
                              
                            
                            +
                            
                              
                                z
                                +
                                w
                              
                            
                            
                              
                                k
                              
                              
                                →
                              
                            
                          
                        
                      
                      
                        
                          
                            
                            
                              
                                
                                  
                                    R
                                  
                                  
                                    →
                                  
                                
                              
                              
                                ˙
                              
                            
                            =
                            [
                            
                              
                                u
                              
                              
                                ˙
                              
                            
                            -
                            Ω
                            (
                            y
                            +
                            v
                            )
                            ]
                            
                              
                                i
                              
                              
                                →
                              
                            
                            +
                            [
                            
                              
                                v
                              
                              
                                ˙
                              
                            
                            -
                            Ω
                            (
                            x
                            +
                            u
                            )
                            ]
                            
                              
                                j
                              
                              
                                →
                              
                            
                            +
                            
                              
                                w
                              
                              
                                ˙
                              
                            
                            
                              
                                k
                              
                              
                                →
                              
                            
                          
                        
                      
                      
                        
                          
                            
                            
                              
                                
                                  
                                    R
                                  
                                  
                                    →
                                  
                                
                              
                              
                                ¨
                              
                            
                            =
                            [
                            
                              
                                u
                              
                              
                                ¨
                              
                            
                            -
                            2
                            Ω
                            
                              
                                v
                              
                              
                                ˙
                              
                            
                            -
                            
                              
                                Ω
                              
                              
                                2
                              
                            
                            (
                            x
                            +
                            u
                            )
                            ]
                            
                              
                                i
                              
                              
                                →
                              
                            
                            +
                            [
                            
                              
                                v
                              
                              
                                ¨
                              
                            
                            +
                            2
                            Ω
                            
                              
                                u
                              
                              
                                ˙
                              
                            
                            -
                            
                              
                                Ω
                              
                              
                                2
                              
                            
                            (
                            y
                            +
                            v
                            )
                            ]
                            
                              
                                j
                              
                              
                                →
                              
                            
                            +
                            
                              
                                w
                              
                              
                                ¨
                              
                            
                            
                              
                                k
                              
                              
                                →
                              
                            
                          
                        
                      
                    
                  
                
              
              	
                (2) 
				
              
            

          

        

        식 (2)에서 -2Ωv˙,+2Ωu˙는 Coriolis(gyroscopic) 가속도, -Ω2(x+u), -Ω2(y+v)는 회전중심을 향하는 구심(centripetal) 가속도를 나타낸다.

      

      
        2.2 운동방정식과 경계조건
        식 (3)과 같은 Hamilton 원리를 사용하여 운동방정식과 경계조건을 동시에 유도하였다(11).
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        여기서

        
          	회전축 및 베어링에 저장되는 탄성에너지
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          	회전축 및 부가질량(디스크)의 운동에너지
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          	압축하중 P에 의한 일
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          	베어링의 Rayleigh’s dissipation function
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        위 식에서 부가질량 및 베어링의 위치를 dirac delta 함수를 이용하여 나타내었다.

        식 (4) ~ (7)의 변분을 취하고 그 결과를 식 (3)에 대입하여 정리하면 다음 식 (8) ~ (14)의 운동방정식과 경계조건을 얻을 수 있다. 

        식 (8) ~ (14)에서 양단 베어링 (i=1, N)은 경계조건으로, 축 중간에 위치한 부가질량 및 베어링 (i=2,N-1¯)은 경계조건이 아닌 운동방정식 안에 포함되어 나타나는 것을 알 수 있다. 회전축 단면의 형상과 크기, 재료가 임의로 변화하는 경우를 고려하였으므로 회전축의 강성 및 관성이 모두 축방향 좌표 z의 함수로서 k2GA(z), EI(z), m(z), J(z)와 같이 나타나 있다. 회전축의 전단변형 (k2GA(z))과 회전관성 (θx¨,θy¨), 그리고 회전축의 축방향으로 작용하는 압축하중 P에 의한 효과가 고려되었다.
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          	∙ 경계조건


        

        이상적인 clamped-clamped, free-free 경계조건은 식 (12), (13)과 같이 homogeneous하나, 실제 경계조건은 non-homogeneous하며 식 (14)와 같다.
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      3. 수치해석 및 유한요소 해석
      
        3.1 해석 대상 및 시험함수
        이론 및 유한요소 해석을 수행할 대상은 Fig. 4의 양단 베어링 지지 로터 킷과 Fig. 5의 중간지지 베어링이 추가되어 있는 로터 킷이다. 로터 킷의 물성과 치수를 조사 측정하고 베어링의 스펙을 조사하여 해석 모델에 적용하였다.

        
          
          

          Fig. 4  
				
          

          
            Rotor-kit system with 2 bearings
          
          

          

        

        
          
          

          Fig. 5  
				
          

          
            Rotor-kit system with 3 bearings
          
          

          

        

        
          
          

          Fig. 6  
				
          

          
            Shaft and disk
          
          

          

        

        Fig. 6에 보인 회전축계의 사양을 Table 1에 나타내었다.

        
          Table 1  
				
          

          
            Measure of components
          
          

        

        
          
            
              	Component
              	Size [mm]
              	Mass [kg]
            

          
          
            	Shaft
            	D:15 × L:354
            	0.748
          

          
            	Disk
            	D:155 × B:25
            	0.663
          

          
            	Bearing
            	D:35/d:15 × B:11
            	0.44 (X2)
          

        

        

        C-C, F-F, spring-spring의 3가지 경계조건들을 만족시키는 시험함수는 기 연구된 다단 회전축계 진동 이론을 참고하여 Table 2와 같이 선정하였다(12).

        
          Table 2  
				
          

          
            Trial functions
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condition
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        3.2 이론 해석
        자유진동의 동기운동(synchronous motion)을 가정하면 변위는 다음과 같이 표현된다.
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        식 (15)를 식 (8) ~ (14)에 대입하고 extended Galerkin’s method를 적용하면 식 (16)이 유도되며 이에 대한 특성방정식과 복소고유치를 식 (17)에서 구한다.
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          	[M]=질량행렬, [C]=감쇠행렬, [G] Gyroscopic 행렬, [K]=강성행렬 (부록 참조)


        

      

      
        3.3 유한요소 해석
        이 연구에서는 ANSYS를 사용하여 유한요소 해석을 수행하였으며, 회전축은 3차원 beam 요소(beam188), 원판 디스크는 부가질량 요소(mass 21), 베어링은 spring-damper 요소(combin 14)를 사용하였고 회전축과 디스크의 재질 특성은 Table 3과 같다.

        
          Table 3  
				
          

          
            Material properties of rotor system
          
          

        

        
          
            
              	Component
              	Shaft
              	Disk
            

          
          
            	Elastic modulus,
E [GPa]
            	2.00+E11 N/m2
            	2.00+E11 N/m2
          

          
            	Shear Modulus,
G [GPa]
            	0.8+E11 N/m2
            	0.8+E11 N/m2
          

          
            	Poisson’s ratio, 
v
            	0.29
            	0.29
          

        

        

      

      
        3.4 결과 분석
        이 연구에서는 양단이 베어링으로 지지되어 있는 회전체 시스템의 경계조건을 C-C, F-F, spring-spring 3가지로 구분하여 TBM(Timoshenko beam model)을 기반으로 하는 이론해석과 ANSYS S/W를 이용한 유한요소 해석을 수행하였다.

        Table 4는 C-C 경계조건의 부가질량이 없는 회전축의 고유진동수를 비교한 결과이며, Table 5는 집중질량 2개가 부가된 경우의 고유진동수를 비교한 결과이다. Table 6은 F-F 경계조건의 부가질량이 없는 회전축의 고유진동수를 비교한 결과이며, Table 7은 집중질량 2개가 부가된 경우의 고유진동수를 비교한 결과이다. 

        
          Table 4  
				
          

          
            Natural frequencies (C-C)
          
          

        

        
          
            
              	Natural frequency
              	TBM(Hz)
              	Ansys(Hz)
              	Diff.(%)
            

          
          
            	1st
            	555.18
            	563.63
            	1.522
          

          
            	2nd
            	1512.81
            	1573.2
            	3.991
          

          
            	3rd
            	2918.67
            	3070.8
            	5.213
          

        

        

        
          Table 5  
				
          

          
            Natural frequencies (C-C + 2 disks)
          
          

        

        
          
            
              	Natural frequency
              	TBM(Hz)
              	Ansys(Hz)
              	Diff.(%)
            

          
          
            	1st
            	161.83
            	166.13
            	2.657
          

          
            	2nd
            	390.74
            	395.71
            	1.271
          

          
            	3rd
            	470.33
            	456.14
            	3.017
          

        

        

        
          Table 6  
				
          

          
            Natural frequencies (F-F)
          
          

        

        
          
            
              	Natural frequency
              	TBM(Hz)
              	Ansys(Hz)
              	Diff.(%)
            

          
          
            	1st
            	549.31
            	548.90
            	0.07
          

          
            	2nd
            	1503.41
            	1499.5
            	0.26
          

          
            	3rd
            	2913.66
            	2902.0
            	0.4
          

        

        

        
          Table 7  
				
          

          
            Natural frequencies (F-F + 2 disks)
          
          

        

        
          
            
              	Natural frequency
              	TBM(Hz)
              	Ansys(Hz)
              	Diff.(%)
            

          
          
            	1st
            	215
            	212.16
            	1.32
          

          
            	2nd
            	562
            	527.5
            	6.13
          

          
            	3rd
            	846
            	828.91
            	2.02
          

        

        

        C-C 경계조건에서 회전축에 집중질량이 부가되지 않은 경우, 고유진동수의 차이는 1차 1.522 %, 2차 3.991 %, 3차 5.213 %이었으며, 집중질량이 부가되었을 때는 1차 2.657 %, 2차 1.271 %, 3차 3.017 %의 차이를 보였다. 

        F-F 경계조건에서는 회전축에 집중질량이 부가되지 않은 경우, 고유진동수의 차이는 1차 0.07 %, 2차 0.26 %, 3차 0.4 %를 보였으며, 집중질량이 부가된 경우에는 1차 1.32 %, 2차 6.13 %, 3차 2.02 %의 차이를 보이며 매우 유사한 결과를 도출하였다.

        Tables 4, 6에서 집중질량이 부가되지 않은 회전축의 경우에는 C-C와 F-F 경우의 고유진동수가 거의 비슷하게 나타났으나 Tables 5, 7과 같이 집중질량 (디스크)이 부가된 경우에는 부가질량의 영향으로 고유진동수가 감소함을 확인할 수 있었다. 또한, F-F 경우보다 C-C인 경우의 고유진동수가 더 낮아지는 것을 확인할 수 있으며 이는 C-C인 경우에 회전축의 굽힘운동이 F-F인 경우보다 더 부가질량에 의한 효과가 크다는 것을 확인할 수 있다.

        Table 8은 Fig. 4와 같이 집중질량이 부가되고 양단 spring-spring 지지 조건의 고유진동수를 비교한 것이다. Table 9는 Fig. 5와 같이 양단이 spring-spring 지지 조건이고, 회전축의 중간지점에 베어링이 추가 배치된 경우의 고유진동수 비교를 나타낸다.

        
          Table 8  
				
          

          
            Natural frequencies (2 disks + 2 bearings)
          
          

        

        
          
            
              	Natural frequency
              	TBM(Hz)
              	Ansys(Hz)
              	Diff.(%)
            

          
          
            	1st
            	61.60
            	63.78
            	3.53
          

          
            	2nd
            	160.69
            	169.30
            	5.35
          

          
            	3rd
            	295.24
            	280.90
            	4.85
          

        

        

        
          Table 9  
				
          

          
            Natural frequencies (2 disks + 3 bearings)
          
          

        

        
          
            
              	Natural frequency
              	TBM(Hz)
              	Ansys(Hz)
              	Diff.(%)
            

          
          
            	1st
            	117.54
            	119.28
            	1.48
          

          
            	2nd
            	159.58
            	169.32
            	6.10
          

          
            	3rd
            	284.89
            	283.82
            	0.37
          

        

        

        Tables 8, 9에서 양단에만 베어링으로 지지된 경우(2 bearings)에 두 방법(TBM, Ansys) 사이의 고유진동수 차이는 1차 3.53 %, 2차 5.35 %, 3차 4.85 %를 보였고, 축의 중간 지점에 베어링이 추가된 경우(3 bearings)에는 1차 1.48 %, 2차 6.10 %, 3차 0.37 % 의 차이를 보였다. 따라서 모든 경우에 이론식의 결과가 유한요소 결과와 매우 유사한 결과를 보여 이론식의 정확성을 검증할 수 있었다. 또한, 회전축의 중간에 베어링이 추가된 경우(3 bearings)의 고유진동수 변화를 살펴보면, 2차, 3차 고유진동수에서는 거의 차이가 없으나 1차 고유진동수는 약 2배 정도의 차이가 발생하여 1차 모드가 중간 베어링의 영향을 가장 많이 받는 것을 확인할 수 있었다. 

        Tables 10, 11, 12는 Fig. 4와 같이 2개의 집중질량(디스크)이 부가되고 회전축의 양단이 베어링으로 지지되고 있는 경우에 대하여 1차, 2차, 3차 모드의 모드형상을 각각 나타낸다. 

        
          Table 10  
				
          

          
            Natural frequencies of FEM model
          
          

        

        
          
            
              	Condition
              	2 disks + 2 bearings
            

          
          
            	Mode number
            	1st
          

          
            	Mode shape
            	
              
            
          

          
            	FEM
            	63.78 Hz
          

        

        

        
          Table 11  
				
          

          
            Natural frequencies of FEM model
          
          

        

        
          
            
              	Condition
              	2 disks + 2 bearings
            

          
          
            	Mode number
            	2nd
          

          
            	Mode shape
            	
              
            
          

          
            	FEM
            	169.30 Hz
          

        

        

        
          Table 12  
				
          

          
            Natural frequencies of FEM model
          
          

        

        
          
            
              	Condition
              	2 disks + 2 bearings
            

          
          
            	Mode number
            	3rd
          

          
            	Mode shape
            	
              
            
          

          
            	FEM
            	280.90 Hz
          

        

        

        Tables 13, 14, 15는 Fig. 5와 같이 2개의 집중질량 (디스크)이 부가된 회전축의 양단과 중간 지점에 베어링이 추가되어 지지되고 있는 경우에 대한 1차, 2차, 3차 모드의 모드형상을 각각 나타낸다.

        
          Table 13  
				
          

          
            Natural frequencies of FEM model
          
          

        

        
          
            
              	Condition
              	2 disks + 3 bearings
            

          
          
            	Mode number
            	1st
          

          
            	Mode shape
            	
              
            
          

          
            	FEM
            	119.28 Hz
          

        

        

        
          Table 14  
				
          

          
            Natural frequencies of FEM model
          
          

        

        
          
            
              	Condition
              	2 disks + 3 bearings
            

          
          
            	Mode number
            	2nd
          

          
            	Mode shape
            	
              
            
          

          
            	FEM
            	169.32 Hz
          

        

        

        
          Table 15  
				
          

          
            Natural frequencies of FEM model
          
          

        

        
          
            
              	Condition
              	2 disks + 3 bearings
            

          
          
            	Mode number
            	3rd
          

          
            	Mode shape
            	
              
            
          

          
            	FEM
            	283.82 Hz
          

        

        

        Fig. 7은 압축기(compressor) 회전축의 경우, 축 방향으로 압축하중을 받는 경우, 압축하중과 고유진동수와의 관계를 나타내었다. 압축하중 P는 강성행렬 [K]에서 음의 값으로 나타나므로(부록 참조), P가 증가하면 강성이 감소하여 고유진동수 감소를 초래한다. 특정 P값에서 고유진동수가 0이 되는데, 이를 임계하중 Pcr(critical load)이라 하며 이때 좌굴현상이 발생한다.

        
          
          

          Fig. 7  
				
          

          
            Relation between Natural frequencies & Compressive load
          
          

          

        

      

    

    

  
    
      4. 결론
      이 연구에서 회전축 단면의 형상 및 크기가 임의로 변화하며, 회전축 상에 여러 개의 집중질량이 부가되고, 회전축 임의의 위치에서 여러 개의 베어링으로 지지되어 있으며, 축방향으로 압축하중을 받는 복잡한 회전축계에 대하여 전단변형과 회전관성을 고려한 티모센코 보 이론을 기초로 구조모델링 작업을 수행하였다. 회전축의 전단변형에너지, 회전관성 에너지, 베어링의 탄성에너지와 감쇠 성능, 부가질량의 운동에너지가 고려되었다. 

      유한요소 해석을 통하여 복잡한 구조물에 대한 해석을 수행함에 있어 모델링과 메시 작업 등에 많은 시간과 노력이 소요되며 변수가 바뀌면 다시 작업을 해야 하는 반면에 이 연구에서 정립된 구조 모델을 사용할 경우에 수치 입력만으로 다양한 변수 변화에 대한 동특성 결과를 빠르고 정확하게 구할 수 있다.

      실제 회전축계 시스템의 변수는 그 값을 정확하게 알기 힘들다. 이 연구에서 도출된 구조모델을 활용하면 실험 또는 해석으로 도출된 고유진동수를 가지고 역으로 해당 시스템 변수 및 non-homogeneous 경계조건(즉, 베어링 강성 및 감쇠)을 추정할 수 있다. 또한 다양한 운전 조건에서 좌굴 불안정 현상이 일어나는 압축하중 P값을 예측하여 회전축계의 안전설계에 기여할 수 있을 것으로 기대된다. 
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