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            초록
          
        

        
          An extended method for free vibration analysis using series functions is proposed to obtain the accurate eigenvalues of arbitrarily shaped plates with both clamped and simply supported edges. The proposed method can minimize the amount of numerical calculation because it has the advantage of not needing to divide the plate of interest unlike FEM. As the result, it offers very accurate eigenvalues despite employing smaller amount of numerical computation than FEM. Two case studies show that the proposed method is valid and accurate when the eigenvalues by the proposed method are compared to those by FEM (ANSYS) or another analytical method.
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      1. 서  론
      유한요소법(1)과 경계요소법(2)은 임의 형상 평판의 고유치와 고유모드를 추출하기 위해 가장 일반적으로 사용되는 수치 해석 기법이다. 이들 수치해석 기법은 평판의 내부 또는 경계를 분할하기 위해 많은 노드가 필요하고, 노드들 사이에 지배방정식을 만족하지 않는 보간 함수를 사용하기 때문에, 해의 정밀도가 다소 떨어지는 문제점이 발생한다. 상기와 같은 문제점을 극복하기 위해, 이 논문의 저자는 임의 형상 고정단 평판의 고정밀도 고유치 해석을 위한 방법으로, NDIF법(non-dimensional dynamic influence function method)을 처음 개발하였다(3). 이후 저자는 NDIF법을 혼합 경계조건을 가진 평판(4), 직선 경계 또는 곡선 경계를 가진 자유단 평판(5~8)으로 확장하였다. 추가적으로 저자는 분할 영역법을 이용한 단순지지 평판(9,10)과 멤브레인(11)의 자유진동 해석에도 NDIF법을 응용하였다. 근래에 와서는 NDIF법의 효율성을 높이기 위한 연구의 일환으로, NDIF의 대수 고유치 문제로의 정식화 방법에 대한 다양한 연구(12~15)를 수행하였다.

      NDIF법의 가장 큰 특징은 경계요소법과 마찬가지로 해석 대상 물체의 경계만을 이산화하나, 노드와 노드 사이에는 어떠한 보간함수도 사용하지 않는 것이다. 이러한 특징으로 인해 NDIF법은 유한요소법 및 경계요소법에 비해 보다 정밀한 해를 제공할 뿐 아니라 적은 수치 계산량을 필요로 하는 장점을 가지고 있다.

      그러나 NDIF법에서 노드의 개수를 증가시킬 경우, 노드와 노드 사이가 너무 근접하게 되어서, 각각의 노드에 대해 독립적으로 정의되는 기저 함수(base function)들 간의 독립성이 떨어지게 된다. 결과적으로는 시스템 행렬이 특이 특성(singular characteristics)을 가지게 되어서 수렴된 해를 제공 못하는 문제점이 NDIF법에서는 발생하게 된다.

      저자는 이러한 문제점을 극복하기 위해, 평면파(plane wave) 형태의 급수 함수(series function)를 이용한 고정밀도 고유치 추출 기법을 개발하여 고정단 임의 형상 평판(16), 멤브레인(17), 음향 공동(18)에 적용하였다. 이 논문에서는 저자의 이전 연구(16~18)를 확장하여 단순지지 경계와 고정단 경계로 구성된 혼합 경계를 가진 임의 형상 평판을 적은 수치 계산량으로도 자유진동 해석이 가능한 효율적인 이론을 정립하고자 한다.

      한편, 저자의 이전 연구(16~18)와는 달리, 가정된 해에 포함된 미지수의 개수와 경계조건 식의 개수가 달라서, 시스템 행렬이 정사각 행렬로 추출되지 않는 문제점이 혼합 경계조건을 가진 평판을 다루는 이 연구에서 발생한다. 이 논문에서는 이러한 문제점을 해결하기 위한 새로운 방안이 제안된다.

    

    

  
    
      2. 이론 정식화
      
        2.1 지배방정식과 경계조건
        임의 형상 평판의 자유진동 지배방정식은 다음과 같이 주어진다(19).
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        여기서 W는 평판의 진동 변위, Λ는 주파수 파라미터, ρ는 평판의 면밀도, ω는 각주파수(angular frequency), DE는 판강성(flexural rigidity of plate)을 나타낸다. 

        고정단 경계조건 식은 다음과 같이 주어진다(19).
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        여기서 Γ는 평판의 경계를 의미하며, n은 경계에서의 법선 방향을 의미한다.

        그리고 단순지지 경계조건 식은 다음과 같이 주어진다(12).
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        여기서 R, n, ν는 각각 경계 곡률 반경, 경계 법선 방향, 푸아송비(Poisson’s ratio)를 나타낸다. 만약 직선 경계들로만 구성된 다각형 평판으로만 가정한다면, 식 (5)에 의해 자동으로 만족하므로, 식 (6)은 고려될 필요가 없다(19). 결과적으로 고차 미분항이 포함된 경계조건 항을 계산할 필요가 없게 되어서 수치 계산량을 줄이는 효과가 발생하나(해의 수렴성도 좋아짐), 앞에서 언급한 바와 같이 시스템 행렬이 비정사각 행렬이 되는 문제점이 발생한다.

      

      
        2.2 자유진동해 가정
        Fig. 1 또는 Fig. 2와 같이 무한 평판 위에 Ne개의 모서리를 가진 해석 대상 다각형 평판이 놓여 있다고 가정한다. 그리고 해석 대상 평판의 모서리들 Γ1, Γ2, … ΓNe에서 식 (7)과 같은 시리즈 함수들의 중첩으로 표현되는 파동이 발생하여 평판의 내부로 전파되어간다고 가정한다(16,19). 참고로 파동의 진동 방향은 (평판의 진동 방향과 동일하게) 지면에 수직 방향이다.

        
          
          

          Fig. 1 
				
          

          
            Polygonal plate located on an infinite plate
          
          

          

        

        
          
          

          Fig. 2 
				
          

          
            Local coordinates (xi,yi) and wave motion W(i) at boundary Γi
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        여기서 Ami과 Bmi은 파동의 진폭과 관련된 미지 계수, xi와 yi는 i번째 모서리 Γi에 정의된 지역 좌표계 좌표를 의미한다. 그리고 Li는 모서리 Γi의 길이, ω는 각주파수, j는 순허수, Nh는 파동을 표현하기 위해 사용된 시리즈 함수의 개수를 의미한다. 참고로 식 (7)은 지배방정식 식 (1)을 만족한다.

        한편, 무한 평판 위에 놓인 다각형 평판의 내부 점 P에서의 진동 변위는 모서리에서 발생한 파동들이 점 P에 도달했을 때의 변위들의 중첩으로 가정한다. 그러면 점 P에서의 진동 변위는 식 (8)과 같이 표현될 것이다.
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        여기서 x와 y는 광역 좌표계(global coordinates)에 대한 평판 내부 또는 경계 상의 점 P의 좌표를 나타낸다. 이 논문에서는 식 (8)을 해석 대상 다각형 평판의 자유진동해로 가정한다. 가정된 자유진동해 식 (8) 또한 지배방정식 식 (1)을 만족한다. 왜냐하면 식 (8)은 지배방정식을 만족하는 식 (7)의 선형결합이기 때문이다.

      

      
        2.3 경계 변위와 경계 기울기 가정
        먼저 해석 대상 평판의 Ne개의 모서리 중에 Nc개는 고정단 경계조건을 가지며 Ns개는 단순지지 경계조건을 가지는 것으로 가정한다. 그리고 잠정적으로 고정단 경계(모서리)에서의 변위와 기울기는 식 (9)와 식 (10)과 같이 시리즈 함수의 중첩으로 각각 가정한다.
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        여기서 ∂/∂yr는 r번째 모서리의 법선 방향으로의 편미분을 의미한다. 마찬가지로, 단순지지 경계(모서리)에서의 변위도 식 (11)과 같이 시리즈 함수의 중첩으로 가정한다.
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        식 (9) ~ 식 (11)에서 사인 함수 대신 코사인 함수를 사용해도 무방하나, 나중에 변위와 기울기 0 조건을 만족시키 위해 필요한 시리즈 함수의 개수가 사인 함수가 코사인 함수 보다 적게 필요한 것으로 이 연구에서 밝혀졌기 때문이다.

      

      
        2.4 경계조건 적용 및 시스템 행렬 추출
        앞에서 가정한 다각형 평판의 자유진동해 식 (8)은 지배방정식을 만족한다. 그래서 식 (8)이 자유진동해가 되기 위해서는 잠정적으로 가정된 경계조건 식 (9) ~ 식 (11)을 만족하기만 하면 된다. 이를 위해 식 (9) ~ 식 (11)에 식 (8)을 대입하면 다음과 같은 식을 각각 얻을 수 있다. 참고로 아래 식에서 r번째 모서리의 지역 좌표는 yr = 0에 해당한다.
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        먼저 식 (7)을 식 (12)에 대입한 후에, 사인 시리즈 함수들의 직교성을 이용하기 위하여 양변에 sin qπxr/Lr을 곱한 후 0에서 Lr까지 적분하면 다음과 같은 식이 얻어진다.
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        사인시리즈 함수들 간의 직교성을 식 (15)의 우변 항에서 고려하면 식 (15)의 우변은 다음과 같이 간단히 된다.
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        식 (16)의 결과를 식 (15)에 대입한 후 정리하면 다음과 같이 된다.
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        식 (17)을 간단한 형식으로 표현하면 다음과 같이 된다.
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        여기서 GMq,mi,r와 HMq,mi,r은 다음과 같다.

        
          
            
              	
                
                  
                    
                      
                        
                          G
                          
                            
                              M
                            
                            
                              (
                              q
                              ,
                              m
                              )
                            
                            
                              (
                              i
                              ,
                              r
                              )
                            
                          
                          =
                          
                            
                              2
                            
                            
                              
                                
                                  L
                                
                                
                                  r
                                
                              
                            
                          
                          
                            
                              ∫
                              
                                0
                              
                              
                                
                                  
                                    L
                                  
                                  
                                    r
                                  
                                
                              
                            
                            
                              s
                              i
                              n
                              
                                
                                  m
                                  π
                                  
                                    
                                      x
                                    
                                    
                                      i
                                    
                                  
                                
                                
                                  
                                    
                                      L
                                    
                                    
                                      i
                                    
                                  
                                
                              
                              ×
                            
                          
                        
                      
                      
                        
                          e
                          x
                          p
                          (
                          j
                          
                            
                              
                                ω
                              
                              
                                2
                              
                            
                            -
                            
                              
                                (
                                
                                  
                                    m
                                    π
                                  
                                  
                                    
                                      
                                        L
                                      
                                      
                                        i
                                      
                                    
                                  
                                
                                )
                              
                              
                                2
                              
                            
                          
                          
                            
                              y
                            
                            
                              i
                            
                          
                          )
                          s
                          i
                          n
                          
                            
                              q
                              π
                               
                              
                                
                                  x
                                
                                
                                  r
                                
                              
                            
                            
                              
                                
                                  L
                                
                                
                                  r
                                
                              
                            
                          
                          d
                          
                            
                              x
                            
                            
                              r
                            
                          
                        
                      
                    
                  
                
              
              	
                (19) 
				
              
            

          

        

        
          
            
              	
                
                  
                    
                      
                        
                          H
                          
                            
                              M
                            
                            
                              (
                              q
                              ,
                              m
                              )
                            
                            
                              (
                              i
                              ,
                              r
                              )
                            
                          
                          =
                          
                            
                              2
                            
                            
                              
                                
                                  L
                                
                                
                                  r
                                
                              
                            
                          
                          
                            
                              ∫
                              
                                0
                              
                              
                                
                                  
                                    L
                                  
                                  
                                    r
                                  
                                
                              
                            
                            
                              s
                              i
                              n
                              
                                
                                  m
                                  π
                                  
                                    
                                      x
                                    
                                    
                                      i
                                    
                                  
                                
                                
                                  
                                    
                                      L
                                    
                                    
                                      i
                                    
                                  
                                
                              
                              ×
                            
                          
                        
                      
                      
                        
                          e
                          x
                          p
                          (
                          
                            
                              
                                ω
                              
                              
                                2
                              
                            
                            +
                            
                              
                                (
                                
                                  
                                    m
                                    π
                                  
                                  
                                    
                                      
                                        L
                                      
                                      
                                        i
                                      
                                    
                                  
                                
                                )
                              
                              
                                2
                              
                            
                          
                          
                            
                              y
                            
                            
                              i
                            
                          
                          )
                          s
                          i
                          n
                          
                            
                              q
                              π
                               
                              
                                
                                  x
                                
                                
                                  r
                                
                              
                            
                            
                              
                                
                                  L
                                
                                
                                  r
                                
                              
                            
                          
                          d
                          
                            
                              x
                            
                            
                              r
                            
                          
                        
                      
                    
                  
                
              
              	
                (20) 
				
              
            

          

        

        마지막으로 식 (18)을 행렬식의 형태로 표현하면 다음과 같이 된다.
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        여기서 아래 첨자 c는 고정단(clmaped) 경계를 의미하며, 행렬 GMc과 HMc, 미지 계수 벡터, A, B, Cc는 다음과 같다.
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        참고로, 식 (22), 식 (23)에서 알 수 있듯이 행렬 GM과 HM의 크기는 둘다 (Nh·Nc) × (Nh·Ne)이다.

        다음으로, 식 (13)에 대해서도 식 (15) ~ 식 (26)의 과정을 반복하면 다음과 같은 행렬식이 얻어진다.
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        여기서 행렬 JMc과 KMc의 크기는 둘다 (Nh·Nc) × (Nh·Ne)이며 성분은 다음과 같다.
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        마지막으로, 식 (14)에 대해서도 식 (15) ~ 식 (26)의 과정을 반복하면 다음과 같은 행렬식이 얻어진다.
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        여기서 아래 첨자 s는 단순지지(simply-supported) 경계를 의미하며, 행렬 GMs과 HMs의 크기는 둘다 (Nh·Nc) × (Nh·Ne)이며 성분은 식 (19), 식 (20)에 의해 각각 주어진다.

        위에서 얻은 세 개의 행렬식 식 (21), 식 (27), 식 (30)을 하나의 시스템 행렬식으로 통합하면 다음과 같이 된다.
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        식 (31)을 살펴보면, 미지 벡터 A와 B에 포함된 미지수의 개수는 Nh·2Ne개인데, 이들 미지수가 포함된 식들의 개수는 Nh·(2Nc + Ns)개로, 식의 개수가 부족하다. 그래서 추가적으로 Ns개 식이 필요하다. 저자의 이전 연구(17)에서 단순지지 평판(또는 멤브레인)의 경우 식 (7)에서 우변의 첫 번째 항만 자유진동해로 사용되기 때문에 미지 벡터 B가 시스템 행렬식에 나타나지 않는다는 사실을 고려하면, 식 (30)으로부터 다음과 같은 추가 조건식이 구해진다.
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        이제 식 (32)를 식 (31)에 포함시키면 다음과 같이 된다.
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        식 (33)으로부터 주파수 파라미터 Λ의 함수인 최종 시스템 행렬 VM(Λ)은 다음과 같이 정의된다.

        
          
            
              	
                
                  
                    V
                    M
                    
                      
                        Λ
                      
                    
                    =
                    
                      
                        
                          
                            
                              G
                              
                                
                                  M
                                
                                
                                  c
                                
                              
                            
                            
                              H
                              
                                
                                  M
                                
                                
                                  c
                                
                              
                            
                          
                          
                            
                              J
                              
                                
                                  M
                                
                                
                                  c
                                
                              
                            
                            
                              K
                              
                                
                                  M
                                
                                
                                  c
                                
                              
                            
                          
                          
                            
                              G
                              
                                
                                  M
                                
                                
                                  s
                                
                              
                            
                            
                              H
                              
                                
                                  M
                                
                                
                                  s
                                
                              
                            
                          
                          
                            
                              0
                            
                            
                              H
                              
                                
                                  M
                                
                                
                                  s
                                
                              
                            
                          
                        
                      
                    
                  
                
              
              	
                (34) 
				
              
            

          

        

        참고로 시스템 행렬 VM(Λ)은 정사각 행렬이며, 크기는 (Nh·2Ne) × (Nh·2Ne)이다. 한편, 해석 대상 평판의 고정단 경계에서는 변위와 기울기가 동시에 0이고 단순지지 경계에서는 변위가 0이므로, 이들 조건을 만족하기 위해서는 미지 계수 벡터 Cc, Dc, Cs는 모두 0 벡터가 된다. 이러한 사실로부터 식 (33)은 다음과 같이 된다.
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        마지막으로, 평판의 고유치는 시스템 행렬 VM(Λ)의 판별식(determinant)이 0이 되게 하는 주파수 파라미터 값으로부터 구해질 수 있다.

      

    

    

  
    
      3. 정립된 정식 검증
      앞의 2장에서 정립된 정식을 증명하기 위하여, Fig. 3과 같이 다양한 경계조건을 가진 직사각형 평판이 검증 예제로 고려된다. 먼저 Fig. 3(a)의 CCSS 경계를 가진 평판에 대한 고유치가 이 논문에서 제안된 방법에 의해 구해졌다. 그 결과는 Table 1에 요약되었다.

      
        
        

        Fig. 3 
				
        

        
          Rectangular plate with various boundary conditions
        
        

        

      

      
        Table 1 
				
        

        
          Eigenvalues of the rectangular plate with CCSS boundary by the proposed method, FEM (ANSYS) and Leissa(20) method
        
        

      

      
        
          
            	
            	Proposed method
            	FEM
(1677 nodes)
            	Leissa(20)
          

          
            	Nh = 3
            	Nh = 4
            	Nh = 5
          

        
        
          	1
          	6.25
          	6.25
          	6.25
          	6.25
          	6.26
        

        
          	2
          	7.40
          	7.40
          	7.40
          	7.40
          	7.41
        

        
          	3
          	9.24
          	9.24
          	9.24
          	9.24
          	9.25
        

        
          	4
          	10.1
          	10.1
          	10.1
          	10.1
          	10.1
        

        
          	5
          	10.9
          	10.9
          	10.9
          	10.9
          	10.9
        

        
          	6
          	None
          	11.5
          	11.5
          	11.5
          	11.5
        

      

      

      Table 1에서 제안된 방법과 FEM(ANSYS)에 의해 구해진 고유치 값들을 비교해보면, 제안된 방법은 급수 함수를 4개만을 사용(Nh = 4)해도 1677개의 노드를 사용한 FEM에 수렴하는 결과를 제공함을 확인할 수 있다. 그리고 Nh = 3인 경우에는 6번째 고유치가 구해지지 않음을 확인할 수 있는데, 이는 6번째 고유모드 형상을 3개의 급수 함수의 중첩으로 나타낼 수가 없기 때문인 것으로 추정된다. 추가적으로, 제안된 방법은 Leissa(20) 방법보다 FEM 결과에 더 근접한 고유치들을 제공함을 확인할 수 있다. 참고로 이 평판에 대한 고유 모드 형상들도 제안된 방법에 의해 성공적으로 추출되었으며, 지면 관계상 제시를 생략한다.

      다음으로, Fig. 3(b)의 CSSC 경계를 가진 평판에 대한 고유치가 제안된 방법에 의해 구해졌으며, 그 결과는 Table 2에 요약되었다. Table 2에서 Nh = 3인 경우 2번째와 4번째 고유치가 아직 수렴이 되지 않았음을 확인할 수 있다. 급수 함수의 개수를 하나씩 증가시켜 보면, Nh = 4인 경우에 고유치들은 이미 수렴되었음을 확인할 수 있으며, 이들 수렴된 값은 FEM 결과와 정확히 일치함도 확인할 수 있다. Fig. 4는 제안된 방법에 의해 구해진 CSSC 경계를 가진 평판의 두 번째 모드를 보여 주며, 이 모드 형상이 ANSYS에 의해 구한 모드 형상과 잘 일치함을 확인할 수 있다.

      
        Table 2 
				
        

        
          Eigenvalues of the rectangular plate with CSSC boundary by the proposed method and FEM​ (ANSYS)
        
        

      

      
        
          
            	
            	Proposed method
            	FEM
(1677 nodes)
          

          
            	Nh = 3
            	Nh = 4
            	Nh = 5
            	Nh = 6
          

        
        
          	1
          	5.58
          	5.58
          	5.58
          	5.58
          	5.58
        

        
          	2
          	7.28
          	7.29
          	7.29
          	7.29
          	7.29
        

        
          	3
          	9.21
          	9.21
          	9.21
          	9.21
          	9.21
        

        
          	4
          	9.46
          	9.47
          	9.47
          	9.47
          	9.47
        

        
          	5
          	10.3
          	10.3
          	10.3
          	10.3
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          The second mode shapes of the CSSC plate obtained by the proposed method and FEM (ANSYS)
        
        

        

      

    

    

  
    
      4. 결  론
      이 논문에서는 혼합 경계(단순지지 및 고정단 경계)를 가진 임의 형상 평판에 대한 ‘평면파 형태의 급수 함수를 이용한 고정밀도 고유치 해석 기법’을 성공적으로 제안하였다. 또한 두 가지 예제 검증을 통해 제안된 기법의 정확성과 수렴성을 확인하였다. 향후 추가 연구에서는 보다 다양한 형상의 평판에 대해 제안된 기법의 타당성 검증이 이루어질 예정이다.
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