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1. 서  론

동흡진기(dynamic vibration absorber, DVA)는 기

계나 구조물의 진동을 저감하기 위해 부착되는 스프

링-질량계로 20세기 초반에 Frahm에(16) 의해 소개되

었다. 원래의 시스템을 바꾸지 않고도 효과적으로 진

동을 억제할 수 있으며 구조가 간단하고 비용이 적게 

드는 장점을 가진다.
Den Hartog은(1) 1자유도 시스템을 대상으로 동흡진

기를 최적설계하기 위한 고정점(fixed-points) 이론을 

소개했다. 이후, 주파수대역에서 응답의 최대값을 최소

로 하는 minimax방법(혹은 H∞ 최적화방법)과 모든 주

파수대역에서 시스템의 총 에너지를 최소화하는 H2 최

적화방법 등 다양한 동흡진기 최적화방법이 제시되었

다. 동흡진기 최적화방법을 다자유도계나 연속계에 적

용한 연구도 많이 이루어졌다. Jacquot은(2,3) 보와 평판

을 대상으로 동흡진기를 부착하여 최적설계하였다.
그 외에도 동흡진기의 형태를 다양하게 변형시키려

는 노력이 있었다. 동흡진기의 구성인 스프링과 감쇠기

의 위치를 달리하는 것부터 보 형태의 동흡진기와 2개 

이상의 동흡진기를 직렬로 연결한 방식 등의 연구가 행

해졌다(4~6). Cha(7), Wong(8), Cheung(9) 등은 기존의 병진 

스프링을 사용한 병진 동흡진기뿐만 아니라 비틀림 스

프링을 사용한 회전 동흡진기에 대해 연구하였다. 또한 

Waldemar Latas는(10) 가진력을 받는 보의 운동에너지

를 최소로 하는 병진 및 회전 동흡진기의 최적 위치를 

찾는 연구를 하였다.
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ABSTRACT

Dynamic vibration absorbers (DVAs) have long been used to suppress excessive vibration in struc-
tural systems. This paper deals with a dynamic vibration absorber system comprising both a transla-
tional absorber and a rotational absorber for vibration control of a plate. First, it is proven that the 
combined translational and rotational DVAs of the absorbers with no damper can effectively isolate the 
vibration for a specific vibration control-area of the plate. Then, the damping’s role for the combined 
DVAs is investigated to facilitate increased robustness of the DVA system to withstand variation of 
excitation force frequency. The determined optimization is then performed, and used to find the opti-
mum parameters for the combined DVAs.
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현재까지 연구들을 살펴보면 병진 동흡진기와 회전 

동흡진기가 함께 사용되면 일정한 진동수에 대해서는 

매우 큰 효과를 보인다. 그러나 이러한 연구들에서 가진

진동수 변화에 대한 강인성을 고려한 설계는 이루어지

지 않았고 대상이 보로 국한되어있다.
이 논문에서는 특정 위치에 조화가진력을 받는 평판

의 진동저감을 위해 회전 동흡진기와 병진 동흡진기를 

복합적으로 사용하였다. 평판은 Hamilton 원리에 근거

하여 연속체로 모델링하였고 운동방정식을 풀기 위해 

Galerkin 방법을 사용하였다. 감쇠가 없는 병진 및 회

전 동흡진기를 사용하여 평판의 특정 구역에 대해 진

동저감 효과를 증명한 후 주파수응답함수를 확인하였

다. 그리고 가진진동수의 변화에 대한 강인성을 부여

하기 위해 감쇠기를 함께 설치하고 그 효과를 연구하였

다. 설계변수와 목적함수를 정의하고 근사된 경사도

(gradient)와 헤시안(hessian) 행렬을 이용한 순차이차계

획(sequential quadratic programming, SQP) 알고리듬

을 이용하여 최적설계를 수행하였다.

2. 이  론

2.1 시스템 모델링

Fig. 1에 동흡진기가 설치된 진동제어 대상 평판을 

보여준다. 평판은 xy평면에 수직 방향으로 변위가 발

생하는 얇고 균일한 전단효과가 작은 얇은 사각평판

을 가정한다.
평판의 x방향, y방향 길이는 각각 a, b이고 평판의 

횡변위는 w(x,y,t)이다. (xp ,yp) 위치에 조화가진력 P(t)
가 작용하고 병진 및 회전 동흡진기는 (xa ,ya) 위치에 

설치되었다.

2.2 운동방정식

Fig. 2는 병진 및 회전 동흡진기가 설치된 평판의 

자유물체도이다. F(t),M (t)는 병진, 회전 동흡진기

에 의해 평판이 받는 힘과 모멘트이다. 평판의 경우 회

전 동흡진기의 설치 각도 α에 따라 모멘트의 방향

이 달라지므로 설치 각도 또한 중요한 변수이다. 평

판의 운동방정식은 다음과 같다.

∇ 








 cos




 sin

(1)

식 (1)에서 D, ▽4는 아래와 같으며, ρ, E, h, ν는 평판

의 밀도, Young율, 두께, 푸아송비이다.




   (2)

∇ 

 



 



 

  (3)

Fig. 1 Plate model with translational and rotational 
DVAs subject to a harmonic point excitation

Fig. 2 Free body diagram of the plate with transla-
tional and rotational DVAs subject to a har-
monic point excitation

Fig. 3 Rotational DVA attached to the plate
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병진 동흡진기의 운동방정식과 평판에 전달되는 힘 

F(t)는 식 (4), (5)와 같다. Fig. 3은 평판에 설치된 회

전 동흡진기 모델로서 운동방정식과 평판에 전달되는 

모멘트 M (t)는 식 (6), (7)과 같다. 여기서 mt, ct, kt, 
z(t)는 병진 동흡진기의 질량, 점성감쇠계수, 스프링

상수, 변위이고 Jr, Cr, kr, θ(t)는 회전 동흡진기의 질

량관성모멘트, 점성감쇠계수, 스프링상수, 각변위이다.


   

 
(4)

  


(5)


  








(6)

 








(7)

여기서 


은 회전 동흡진기가 설치된 방향(각도 α

방향)에 대한 평판의 기울기로 연쇄법칙(chain rule)
에 의해 식 (8)과 같이 표현할 수 있다. Fig. 3에서 확

인할 수 있듯이 


 cos, 

 sin이므로 식 (8)은 

식 (9)과 같이 정리된다.















   (8)







cos


sin   (9)

식 (9)를 식 (6), (7)에 대입하면 다음과 같다.


  









cos




sin
















cos




sin






(10)

 










cos




sin
















cos




sin






(11)

식 (5)와 식 (11)을 식 (1)에 대입한 뒤 전체시스템

의 운동방정식을 나타내면 다음과 같다.

∇
 
 



 




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
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




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




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

 










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cos
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
sin













cos



 













cos




sin













sin



 












cos




sin













sin



(12)


 

 
      (13)












cos




sin
















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


sin








   (14)
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2.2 평판의 동적 응답

시스템의 운동방정식을 풀기 위해 평판의 횡변위

를 유한급수 형태로 근사하는 Galerkin 방법을 사용

하였다.

 
  




 



 (15)

여기서 ϕ ij(x,y)는 동흡진기가 설치되지 않은 평판의 

고유함수(eigenfunction)이고 qij (t)는 (i,j) 모드의 일

반좌표이다. 직교성을 가지는 고유함수를 식 (16)과 
같이 정규화하였다.











 











∇   
 

(16)

여기서 ωrs는 (r,s)차 모드의 고유진동수, δij,rs는 

Kronecker delta 함수로서 ij = rs이면 1이고 그렇지 

않으면 0이다.
식 (15)를 식 (12)에 대입한 후 양변에 ϕrs(x,y)를 

곱하고 x에 대해 0에서 a까지, y에 대해 0에서 b까지 

정적분하면 식 (16)의 성질에 의하여 다음과 같이 정

리된다.

 
  


  




 



  


  




 




 

 








  




 






cos


  




 






sin






× 


cos


sin








  




 





 cos


  




 





 sin







× 


cos


sin

 

(17)

식 (17)에서 r = 1, 2, …, m, s = 1, 2, …, n이다. 식

(15)를 식 (13)과 (14)에 대입하면 다음과 같다.




  




 



 


  




 




 



(18)











  




 






 cos


  




 






 sin














  




 





  cos


  




 





  sin









(19)

식 (17), (18), (19)를 행렬 형태로 나타내면 다음과 

같다.











      
   

   



























     

 
  

 
  



























     

 
  

 
  































   (20)

식 (20)의 행렬의 성분은 다음과 같다.

  







 cos

 sin

×




 cos

 sin


(21)

  







 cos

 sin

×




 cos

 sin


(22)
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 

















⋱




       (23)

        (24)

 





 cos


 sin





  (25)

       (26)

 





 cos


 sin





 (27)

   ⋯   
      (28)

   ⋯   
   

  (29)


 










 ⋯ 

 





(30)


 






 


 
 ⋯ 

  



 (31)

외력 P(t)는 ω의 가진진동수를 가지는 조화가진력

이고 시스템은 이와 같은 진동수의 단순 조화운동을 

한다. 그러므로 식 (20)은 식 (32)와 같이 정리된다.











                  

 
   

     

 
   

    


























 



  

(32)

여기서    ⋯ 

로 일반좌표 벡터 

{q(t)}의 진폭을 나타내는 벡터이다. 식 (32)에서 가

우스 소거법을 통해 를 구한 뒤 식 (15)에 대입

하여 평판의 동적 변위응답을 구할 수 있다.

 
  




 





 


  (33)

여기서 Wp(x, y)는 평판의 변위진폭을 나타내는 x, y
에 대한 함수로서 다음과 같다.

   (34)

3. 동흡진기 설계

3.1 감쇠기를 포함하지 않는 경우

가진진동수 변화에 대한 강인성을 고려하지 않는 
경우에는 동흡진기에 감쇠기를 사용하지 않는 것이 
최고의 진동억제 성능을 보인다.

평판은 단순지지 경계조건을 가진다고 가정하였고, 
고유함수와 고유진동수는 다음과 같다.

 


sin

 sin
      (35)

 




 



 



 
 




     (36)

여기서 i = 1, 2, …, m; j = 1, 2, …, n이다.
Fig. 4와 같이 특정 면적으로 제어 영역을 정의하여 

그 부분에서의 응답을 줄이는 것을 목표로 하였다. 
Table 1은 평판과 동흡진기의 제원이다.

Fig. 4 Control area of the plate
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Galerkin 방법에서 (5,5)차 모드까지 총 25개의 모

드가 사용되었다. 가진력은 (xp ,yp) = (0.2a, 0.2b) 위치

에 가해지고 가진진동수는 평판의 1차 모드 고유진동

수보다 20 % 큰 110 rad/s로 가정하였다. 비감쇠 동흡

진기가 (xa ,ya) = (0.4a , 0.4b) 위치에 설치되었고 동흡

진기의 질량은 평판 질량의 5 %이고 회전 동흡진기의 

질량관성모멘트는 질량을 고려하여 선정하였다. 
그리고 (xa ,ya), (a ,ya), (a,b), (xa ,b)를 꼭지점으로 

가지는 사각형을 제어 영역으로 한다. 이 영역에서의 

변위응답의 제곱평균값(mean square value)을 다음과 

같이 정의하였다. Mp(ω)의 단위는 m2/N2이다.

 














 





(37)

가진진동수 ω = 110 rad/s에서 Mp(ω) 값을 최소로 

하는 병진 및 회전 동흡진기의 고유진동수 ωt, ωr와 

회전 동흡진기의 설치 각도 α를 찾는 최적화문제를 

다음과 같이 정의하였다.

Find ωt, ωr, α
that minimizes

        Mp(ω) at excitation frequency

subject to

        ωt, ωr ≥ 0

        0 ≤ α< π

병진 및 회전 동흡진기를 1개씩 복합 사용한 경우

뿐만 아니라 1개의 병진 동흡진기만 사용한 경우, 그

리고 병진 동흡진기를 서로 다른 위치인 (0.4a, 0.4b), 
(0.7a, 0.7b)에 2개 설치한 경우에 대해서도 최적화문

제를 풀었다.
Table 2에서는 최적화문제를 풀어 나온 설계변수 

값과 목적함수 값을 나타낸다. Fig. 5는 병진 및 회전 

동흡진기를 복합 사용한 경우, 가진진동수인 ω = 110
rad/s에서 평판의 위치에 따른 응답(Wp(x,y)/P)을 보

여준다. 제어 영역에서 진동차단에 가까운 효과를 확

인할 수 있다.
Fig. 6은 병진 및 회전 동흡진기를 복합 사용한 경

우와 1개의 병진 동흡진기만 사용한 경우에 대한 주

파수응답함수인 Mp(ω) 그래프이다. 110 rad/s에서의 

응답을 비교해볼 때, 병진 및 회전 동흡진기를 복합 

사용한 경우에 응답이 98.9 % 더 작다. Fig. 7은 병진 

및 회전 동흡진기를 복합 사용한 경우와 2개의 병진 

동흡진기를 사용한 경우에 대한 Mp(ω) 그래프이다. 
여전히 병진 및 회전 동흡진기를 함께 사용한 경우가 

110 rad/s에서의 응답이 95.2 % 더 작다. 그러나 110
rad/s보다 5.9 % 작은 진동수와 13.6 % 큰 진동수에서 

새롭게 공진점이 나타나므로 가진진동수 변동에 대

해 강인한 설계를 필요로 한다.

Notation Value

Plate

ρ 2710 kg/m3

a, b 1 m

h 0.003 m

E 69 GPa

ν 0.33

Translational DVA mt 0.4 kg

Rotational DVA Jr 0.01 kg/m2

Table 1 Properties of plate and DVAs

1-translational 
DVA

2-translational 
DVA

Translational and 
rotational DVA

ωt 107.2 rad/s ωt1 = 108.1 rad/s
ωt1 = 110.4 rad/s 109.9 rad/s

ωr 107.9 rad/s

α 0.785 rad/s
(= 45°)

Objective
function 

value
2.6 × 10-13 6.2 × 10-14 3.0 × 10-15

Table 2 Optimum values of undamped DVAs 

Fig. 5 Vibration amplitude of the plate with undamped 
translational and rotational DVAs at the excitation 
frequency (110 rad/s)
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3.2 감쇠기를 포함하는 경우

가진진동수 변화에 대한 강인성을 제고하기 위해 

가진진동수의 예상되는 변동 범위 내에서 Mp(ω)의 최

대값을 제한하면서 Mp(ω= 110 rad/s) 값을 최소로 하

는 최적화문제를 다음과 같이 정의하였다.

Find ωt, ωr, ζt, ζr, α
that minimizes

      Mp(ω) at excitation frequency

subject to

      max(Mp(ω)) ≤Mp,res (in variation range)

      ωt, ωr, ζt, ζr ≥ 0

      0 ≤ α < π

ζt는 병진 동흡진기의 감쇠비, ζr은 회전 동흡진기

의 감쇠비이다. Fig. 8은 ζr = 0인 경우 ζt에 따른 Mp(ω) 

그래프이다. Fig. 9는 ζt = 0인 경우 ζr에 따른 Mp(ω) 
그래프이다. 이러한 경우들에서 두 공진점 중 하나에

서는 응답저감 효과가 미미하다. 그러므로 양쪽 공진

점의 응답을 동시에 큰 폭으로 낮추기 위해 병진 동

흡진기와 회전 동흡진기의 감쇠비를 설계변수에 포함

하여 사용하여 최적화문제를 풀었다.
SQP 알고리듬으로 최적화를 수행하였고 예상되는 

진동수 변동 범위는 가진진동수의 ±15 %인 93.5 rad/s
≤ω≤ 126.5 rad/s로 하였고 이 범위 내에서 Mp(ω)의 

최대값이 Mp,res = 10-9 이하가 되도록 설계하였다.
Table 3에서는 최적화문제를 풀어 나온 설계변수 

값과 목적함수 값을 나타내었다. Fig. 10은 이 때의 주

파수응답함수 Mp(ω) 그래프이다. 93.5 rad/s ≤ ω ≤

126.5 rad/s 범위에서 응답 크기가 Mp,res를 초과하지 않

Fig. 6 Mean square amplitudes of the control area of the 
plate with undamped sole translational and com-
bined DVAs

Fig. 7 Mean square amplitudes of the control area of the 
plate with undamped two translational and com-
bined DVAs

Fig. 8 Mean square amplitudes of the control area of the 
plate with damped translational and undamped ro-
tational DVAs

Fig. 9 Mean square amplitudes of the control area of the 
plate with undamped translational and damped ro-
tational DVAs
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는다. 110 rad/s에서의 응답은 비감쇠 동흡진기를 설
치했을 때에 비해 커졌지만 동흡진기를 설치하지 않은 

평판의 응답보다 99.8 %의 진동저감 효과가 있다.
Fig. 11은 최적화문제를 계산함에 있어 목적함수의 

수렴 과정을 보여준다. 계산 과정에서 목적함수의 스

케일은 1012배로 진행하였다.

4. 결  론

이 논문에서는 평판을 대상으로 진동을 저감하기 위
해 병진 및 회전 동흡진기를 복합 사용하여 그 효과를 

확인했다. 먼저 감쇠기를 포함하지 않고 병진 및 회전 

동흡진기를 함께 설치하는 경우의 응답을 병진 동흡

진기만 설치하는 경우와 비교하여 진동제어 효과를 확

인하였다. 다음으로 감쇠기를 포함하여 강인성을 확보

하기 위해 목적함수와 제약조건을 설정하고 최적설계

를 수행하여 병진 및 회전 동흡진기의 설계변수를 구하

였고 그 응답을 확인하였다.
최적설계를 통해 제어 영역의 응답을 최소로 하는 

병진 및 회전 비감쇠동흡진기의 설계변수를 구하여 

응답을 확인하였을 때, 제어 영역에서 진동차단에 가

까운 효과를 보인다. 그러나 주파수응답함수에서 가진

진동수에 인접한 진동수에 공진점이 위치한다.
가진진동수의 변화에 따른 강인성 제고를 위해 감

쇠동흡진기를 사용하고, 예상되는 변동 범위 내에서 응

답의 최대값을 제한하는 동시에 가진진동수에서의 응

답을 최소로 하는 최적화문제를 풀었다. 이를 통해 병

진 및 회전 감쇠동흡진기의 설계변수를 구하였다. 비감

쇠동흡진기를 설치하는 경우에 비해 가진진동수에서의 

응답은 증가하지만 동흡진기를 설치하기 전에 비해 여

전히 상당한 진동저감 효과를 보인다.
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