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1. 서  론

최대속도 1000 km/h 이상의 속도로 주행하는 아음

속 캡슐열차의 부상/추진시스템은 측벽에 전자기 유도 

부상시스템이 설치된 반발식(electrodynamic suspen-
sion, EDS) 자기부상열차와 동일한 방식을 채택하고 

있다. 이에 따라 캡슐열차의 부상스프링의 특성은 자

기부상열차의 부상스프링의 특성과 동일하게 선형스

프링과 비선형스프링이 동시에 나타나게 되며, 속도에 

따라 강성이 변화하는 특성을 가지게 된다(1). 이는 가

이드웨이의 측벽에 설치된 8자형 코일에 의해 일어나

는 현상으로서 캡슐열차의 수직방향 운동에 많은 영

향을 줄 것으로 보이며, 실제로 초전도전자석이 장착

된 대차의 경우 측벽의 8자 코일에 의해 발생하는 전

자기력에 의해 상하방향의 주기적인 움직임이 많이 나

타나고 있다(2,3). 이에 따라 EDS 자기부상열차의 경우 

상하방향의 진동저감에 많은 노력을 기울이고 있다. 이 

연구에서는 이러한 EDS 부상 캡슐열차에 가해지는 

부상스프링의 비선형 특성이 캡슐열차에 주는 영향을 

검토하여 보았다. 계산의 복잡성을 줄이고 비선형 특

성에 의한 영향을 위주로 검토하기 위하여 캡슐열차

의 대차를 대상으로 부상스프링의 선형 및 비선형 특

성을 고려한 지배방정식을 유도하였다. 무차원 파라미
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ABSTRACT

A levitation and propulsion system of a 1000 km/h subsonic capsule train is built on. The same 
conceptual basis as that used by electrodynamic suspension (EDS) levitation trains equipped with an 
electromagnetic coil on the side walls. The characteristics of the levitation spring of the capsule train 
are, therefore, the same as those of the levitation spring of the EDS levitation train, with both the 
linear spring and the nonlinear spring present simultaneously, and the spring constants varying by 
train speed. This is a phenomenon caused by an 8-shaped coil installed on the side wall of the 
guideway, which is expected to have a considerable influence on the vertical movement of the cap-
sule train. In this study, the effect of the nonlinear characteristics of the floating springs on the EDS 
floating capsule train were investigated. The governing equations of the capsule train bogie were de-
rived by consideration of the linear and nonlinear characteristics of the levitation springs. The influ-
ence of the nonlinear characteristics of the levitation springs on the instability of the system was an-
alyzed theoretically using the perturbation method.
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터를 이용하여 지배방정식을 단순화하고, 이를 토대로 

섭동법을 이용하여 부상스프링의 비선형 특성이 시스

템의 불안정에 미치는 영향을 이론적으로 분석하고 그

래프를 통해 파악하고자 하였다.

2. EDS 자기부상시스템의 특성

2.1 측벽 EDS 시스템의 특성

측벽 EDS 부상 캡슐열차의 대차는 Fig. 1에서 보

는 바와 같이(1) 측벽에 설치된 8자 코일에 의해 그 부

상특성이 영향을 받으며, 이로 인해 나타나는 부상스

프링의 상하방향 강성은 식 (1)에서 보는 바와 같이 선

형 성분과 3차 비선형 성분으로 표현된다(1).

    sin  (1)

여기서 Kavez= k 1z－ k 2z3, Kascz= k o1z－ k o2z3이며 

z는 초전도전자석이 장착된 대차의 상하 변위를 나타

낸다. Kasc는 측벽 부상코일과 초전도 전자석에 의한 

상하방향 부상강성의 주기적인 변동성분의 크기를 나

타내며, Kave는 평균값을 나타낸다. k 1, k 2, k o1 및 k o2은 

각각 Kave의 선형 성분과 3차 비선형 성분 및 Kosc의 

선형 성분과 비선형 성분을 나타내는데, 이들은 모두 

와는 무관하고 차량의 주행속도에 따라 변하는 특성

을 가지며, k 1, k 2, k o1 및 k o2 사이에는 k 1k o2 ≈ k 2k o1인 

관계가 있다. 또한, f lv는 대차가 측벽의 전자석 코일을 

지나감에 따라 주기적으로 발생되는 전자기부상력의 

주파수이다.
Fig. 1에서 보는 바와 같이 초전도자석이 장착된 자

기부상차량의 주행 동특성은 이와 같은 부상특성을 고

려하여 검토되어야 하지만 대부분의 경우 계산의 용

이성을 위하여 부상스프링을 비선형 성분을 제외하고 

변위에 선형적으로 비례하는 선형스프링으로만 가정

하여 검토하고 있다(2~4).

2.2 1-D EDS 부상 대차의 비선형 방정식

이 연구에서는 이와 같은 선형스프링의 특성보다는 

비선형 스프링의 특성에 초점을 두고 측벽 EDS 대차

의 주행 중 상하 방향의 비선형 동특성을 파악하고자 

하였다. 이 때 주행속도는 임의의 속도로 일정하다고 

가정하였으며, 초전도 전자석이 장착된 캡슐열차용 대

차는 1자유도 수송체로 가정하였다. 또한, 대차와 궤

도 사이에는 전자기력의 특성에 따라 매우 약한 댐핑

과 선형 및 3차 비선형 특성을 갖는 스프링이 있다고 

가정하였다. 이를 그림으로 표현하면 Fig. 2와 같다(5).
Fig. 2에 보여주고 있는 캡슐열차용 대차의 상하방

향 운동방정식은 대차의 질량 M, 부상댐핑 Clv 및 부상

스프링 Klv를 이용하여 식 (2)와 같이 표현할 수 있다.

  
    (2)

식 (2)에 식 (1)을 적용하여 정리하면 

cos

cos
 

(3)

와 같이 된다. 계산의 용이성을 위하여 다음과 같은 무

차원 파라미터를 도입한다.

  


     




 



  





  




(4)

Fig. 1 Side wall electrodynamic suspension Fig. 2 Bogie system for capsule train
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즉, δ는 평균 부상스프링의 1차항에 대한 것이고, ε은 

평균 부상스프링의 주기 항에 대한 것이며, γ는 평균 부

상스프링의 1차 및 3차 항의 비에 관한 것을 나타낸다. 
아울러 k 1, k 2, k o1 및 k o2 사이에는 k 1k o2 ≈ k 2k o1인 관

계가 있으므로(1) 식 (3)은 다음과 같이 표현될 수 있다.

 cos
cos 

(5)

매우 작은 감쇠를 가지는 자기부상스프링의 특성을 

고려하여 식 (5)에서 감쇠항을 제외하면 최종적으로 다

음 식 (6)을 얻을 수 있다. 

cos
cos 

  (6)

3. 섭동법에 의한 비선형 동특성 해석

3.1 3차항을 제외한 표준 Mathieu 식

식 (6)에서 3차항을 제외하면 다음 식 (7)과 같은 

표준 Mathieu 식이 된다(6).

cos   (7)

표준 Mathieu 식에 대한 동특성은 여러 자료에서 

볼 수 있으며, 대체로 다음과 Fig. 3과 같은 특성을 

가진다. 이 그림에서(7) 그늘진 영역이 불안정 영역을 

나타낸다. 이 그림에서 볼 수 있는 변이곡선(transient 
curve)의 식은 ε3 이상의 고차항을 제외하면 식 (8)과 

같이 표현된다(7,8).

 




  




  




 




 




(8)

3.2 3차항을 포함한 Mathieu 식

이 절에서는 식 (6)에 대하여 섭동법을 이용하여 

변이곡선을 찾고자 한다. 일반적으로 고차 비선형항

을 가지는 미분방정식의 경우 공진주파수 부근의 전

달함수의 모양이 한 쪽으로 기울어지는 현상을 나타내

며, 위상 또한 선형 미분방정식과는 약간 다르게 나
타난다(6,7). 또한 고차 비선형항에 의해 Mathieu 식의 

불안정성을 그림으로 나타내고 있는 Fig. 2의 변이곡선

의 형태가 바뀔 것으로 예상된다. 
고차 비선형항이 있는 경우 식 (6)으로부터 변이곡

선을 도출하기 위하여 다음 식 (9)와 같이 가정한다(6,7).

  




  
 

(9)

식 (9)를 식 (6)에 대입하여 ϵ에 대해 정리하면 다음과 
같다. 여기서는 ϵ3까지만 고려하고, 고차항은 제외한다.

       (10)

      cos  (11)

      cos
  

 (12)

식 (10)의 해는 다음과 같다.

  cos  sin  (13)

표준 Mathieu 식을 만족하는 해의 주기는 2πn (n =
0, 1, 2, …)이므로 식 (13)으로부터  는 다음과 같

이 구해진다.

  
       (14)

식 (14)에서 보는 바와 같이 Mathieu 식을 만족하는 

해는 매우 많다. 그러나 비선형 시스템의 불안정성을 해Fig. 3 Unstable zone of Standard Mathieu Equation
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석하는 경우 n 값이 작을 때 그 특성이 잘 나타나므로 
이 연구에서는 n = 0, 1, 2인 경우를 위주로 해석하였다.

(1) n = 0인 경우

n = 0인 경우 식 (14)로부터 δ 0 = 0가 되고 이를 

식 (10)에 대입하면 다음을 얻을 수 있다.

   (15)

여기서 a는 상수이다. 식 (15)를 식 (11)에 적용하면 

  cos (16)

이 되며, 이로부터 다음을 구할 수 있다.

  


cos

 (17)

u1에서 시간이 지남에 따라 증가하는 영년항(secular 
term)이 없어야 하므로 δ1 = 0이 되어야 한다. 이를 

식 (17)과 함께 식 (12)에 적용하면




cos cos (18)

이 되고, u 2에서 영년항이 존재하지 않아야 하므로 

 


가 되어야 한다. 따라서 최종해와 변이곡선은 

다음과 같이 얻을 수 있다.

   

cos (19)

   


  (20)

(2) n = 1인 경우

n = 1인 경우 식 (14)로부터 δ0 = 1이 되고 이를 식 (10)
에 대입하면

  cos sin (21)

와 같이 된다. 이로부터 u0 = a cos(τ)와 u0 = b sin(τ) 
각각에 대하여 해를 구한다.

(i) u0 = a cos(τ)인 경우

u0 = a cos(τ)를 식 (11)에 대입하여 정리하면

 coscoscos (22)

을 얻게 되고, u1에 영년항이 존재하지 않아야 하므

로 δ1 = ‒1이 되어야 한다. 그러면 식 (22)는 

 cos (23)

이 되며 u1의 해는   

cos가 된다. 이를 식 

(12)에 대입하여 정리하면 다음과 같은 식을 얻는다.

  


 cos




 cos


cos

(24)

여기에서 u 2에 영년항이 존재하지 않으려면 

  


가 되어야 한다. 따라서 최종해와 

변이곡선을 다음과 같이 구할 수 있다.

  cos 


cos (25)

   


  (26)

(ii) u0 = a sin(τ)인 경우

u0 = a sin(τ)를 식 (11)에 대입하여 정리하면 

 sinsinsin (27)

을 얻게 되고, u1에 영년항이 존재하지 않으려면 δ1 = 1
이 되어야 한다. 그러면 식 (27)은 

 sin (28)

이 되며 u1의 해는   

sin가 된다. 이를 식

(12)에 대입하여 정리하면 다음과 같은 식을 얻는다.

  


 sin




 sin


sin

(29)

이 되고 u2에서 영년항이 존재하지 않으려면 

  


가 되어야 한다. 따라서 최종해와 

변이곡선을 다음과 같이 얻을 수 있다.

  sin 


sin   (30)
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   


      (31)

(3) n = 2인 경우

n = 2인 경우 식 (14)로부터 δ1 = 4가 되고 이를 

식 (10)에 대입하여 초기조건 (10)을 적용하면 다음

을 얻을 수 있다.

  cos sin (32)

따라서 u0 = a cos(2τ)와 u0 = b sin(2τ) 각각에 대하여 

다음과 같이 해를 구한다.

(i) u0 = a cos(2τ)인 경우

u0 = a cos(2τ)를 식 (11)에 대입하여 정리하면 

 coscos (33)

을 얻게 되고, u1에 영년항이 존재하지 않으려면 δ0 = 1
이 되어야 한다. 그러면 식 (33)은 

 cos (34)

가 되며 u1의 해는  




cos가 된다.

이를 식 (12)에 대입하여 정리하면 다음과 같은 식

을 얻는다.

  


 cos




 cos

 (35)

u2에 영년항이 없으려면  

가 되어야 하

며, 이에 따라 최종해와 변이곡선을 다음과 같이 얻

을 수 있다.

  cos


 cos

(36)

  


 (37)

(ii) u0 = a sin(2τ)인 경우

u0 = a sin(2τ)를 식 (11)에 대입하여 정리하면 

 sinsin (38)

을 얻게 되고, u1에 영년항이 존재하지 않으려면 δ1 = 0
이 되어야 한다. 그러면 식 (38)은 

 sin (39)

가 되며 u1의 해는  

sin가 된다.

이를 식 (12)에 대입하여 정리하면 다음과 같은 식

을 얻는다.

  


 sin




 sin

(40)

u2에 영년항이 없으려면  

가 되어야 

한다. 따라서 최종해와 변이곡선을 다음과 같이 얻을 

수 있다.

  sin


sin (41)

  


 (42)

이상에서 해석한 바와 같이 δ와 ε사이의 관계를 ε3 
이상의 고차항을 제외하고 정리하면 최종적으로 다음

과 같이 표현된다.

 




   




   




  


 

  


 

(43)

식 (8)과 식 (43)을 비교해 보면 첫 번째 곡선은 

 


로서 동일한 곡선을 나타내고 있으며, 그 외

의 곡선은 ε2 항에서 a와 b 및 γ에 따라 다르게 나타

남을 알 수 있다. a와 b는 초기조건과 관계가 있으며, 
γ는 평균 부상스프링의 1차 및 3차 항의 비에 관한 

것이므로 이들의 변화에 따른 불안정 영역과 안정영

역 사이의 변이곡선을 Fig. 3 및 Fig. 4와 같이 나타낼 

수 있다.
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Fig. 4는 a = 1, b = 1인 경우를 나타낸다. γ 값이 0인 

경우는 Fig. 3에서 보는 바와 같이 표준 Mathieu 식의 

경우와 동일하게 나타남을 볼 수 있으며, γ 값이 0보

다 작은 경우에는 변이곡선이 오른쪽으로 기울어지고, 
0보다 큰 경우에는 왼쪽으로 기울어짐을 알 수 있다.

Fig. 5는 γ = 0.1인 경우를 나타내고 있다. 초기조건

과 관계가 있는 a와 b에 대하여 a = 2, b = 2인 경우 

a = 1, b = 1인 경우보다는 변이곡선이 왼쪽으로 기울

어짐을 알 수 있다. 즉, 초기조건에 따라 불안정 영역

이 달라짐을 알 수 있다. 
따라서, 초전도전자석-부상코일 설계 시 부상스프링

에 의한 대차의 비선형 불안정성을 반드시 고려해야 
하며, 특히 초기조건과 평균 부상스프링의 1차 및 3차 
항의 비에 유의하여야 함을 알 수 있다.

3.3 안정성에 영향을 주는 요소에 대한 검토

앞 절에서 언급한 바와 같이 EDS 자기부상 대차의 

비선형 불안정성을 해소하기 위해서는 초기조건과 평

균 부상스프링의 1차 및 3차 항의 비에 유의하여 설

계를 수행해야 한다. 
자기부상열차가 저속에서 바퀴를 이용하여 주행하

다가 정해진 주행속도에서 부상을 하게 되는데, 이때 

열차의 무게중심의 변화가 이 연구의 초기조건과 관계

가 있다. 즉, 바퀴 주행 시의 무게중심과 부상 주행 시의 
무게중심의 변화가 급격히 이루어지지 않도록 설계하

거나 혹은 그 변화가 최소화되도록 하는 것이 중요하

다. 이는 캡슐열차에 탑재되는 초전도 전자석의 위치와 

주행 바퀴의 접는 메커니즘 및 부상코일, 추진코일의 
배치와 관계가 있다.

한편, 평균 부상스프링의 1차 항과 3차 항의 비 또

한 중요한 사항인데, 이는 평균 부상스프링의 특성으

로부터 결정된다. 부상스프링의 특성을 결정하는 가장 

중요한 요소는 초전도 전자석의 성능 즉, 초전도 전자

석을 이루는 금속의 조성과 매우 큰 관계가 있다. 초전

도 전자석의 성능 및 경제성을 동시에 판단하여 고려

해야 할 사항이다. 초전도 전자석의 성능과 함께 부상 

스프링의 특성을 결정짓는 중요한 요소는 측벽 부상

코일의 배치에 관한 것이다. 즉, 초전도 전자석과 부상

코일의 거리에 따라 부상스프링의 특성이 변하게 된다. 
아울러 부상코일에 흐르는 전류 또한 부상 스프링의 

특성을 변화시키는 요소이다. 이 외에도 여러 가지 많

은 요소가 부상스프링의 특성을 변화시킬 수 있는데, 가
능한 한 이러한 요소들을 최대로 반영하여 대차의 비
선형 불안정성을 검토해야 할 것으로 보인다.

4. 결  론

초전도전자석과 측벽 부상코일 방식의 최대 주행

속도 1000 km/h의 아음속 캡슐열차의 대차에 대하여 

섭동법을 이용한 비선형 동특성 해석을 수행한 결과 다

음과 같은 결론을 얻었다.

(1) 평균 부상스프링의 1차 및 3차 항의 비가 클수

록 불안정 영역과 안정영역을 구분하는 변이곡선은 

왼쪽(음의 방향)으로 기울어지는 현상을 보인다.
(2) 초기조건이 커짐에 따라 변이곡선은 왼쪽(음의 

방향)으로 기울어지는 현상을 보인다.
(3) 초전도전자석-부상코일 설계 시 부상스프링에 

의한 대차의 비선형 불안정성을 반드시 고려해야 하

Fig. 4 Unstable zone (a = 1, b = 1)

Fig. 5 Unstable zone(γ= 0.1)
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며, 특히 초기조건과 평균 부상스프링의 1차 및 3차 

항의 비에 유의하여야 한다.
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