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1. 서  론

자동차에 여러가지 편의 기능들이 연구되고 적용

되면서 주요 부품인 타이어도 지능형 구성요소로 발

전하고 있다. 자동차는 운전자에게 여러 정보를 제공

하는데, 그 중 주행 중 타이어 상태를 알려주는 TPMS
(타이어 압력 감지 시스템) 장착이 의무화되어 있다. 
현재 TPMS는 소형 배터리를 사용하고 있어 주기적인 

교체를 필요로 한다. 이것은 사용자에게 비용의 증가

와 번거로움을 야기시키므로 배터리를 대신하거나 수

명을 연장시킬 수 있는 에너지 공급 장치에 대한 관

심이 증대되고 있으며 이와 관련한 연구가 활발하게 

이루어지고 있다.

이 연구는 운동에너지를 이용하는 압전 에너지 하베

스팅 장치와 같이 자동차 타이어에의 적용을 목적으로 

하는 발전시스템을 위한 기초적인 연구로, 회전과 병

진운동을 하는 내향 외팔보를 모델링하고 진동 특성

을 파악하였다. 이 연구와 유사한 주제의 연구들은 그

동안 여러 연구자들에 의해 수행되어 왔다. Mostaghel 
et al.(1)는 회전하는 내향 외팔보의 진동 특성을 연구하

였다. Fox et al.(2)는 Mostaghel et al.의 연구 결과를 

발전시켜서 장착각을 고려하여 내향 외팔보의 진동특

성 변화에 관한 연구를 수행하였다. Naguleswaran(3)은 

내향 외팔보의 경계조건 변화에 따른 진동 특성을 연

구하였다. Turhan et al.(4)은 장착각을 가진 내향 외팔

보의 각속도 변화에 따른 안정성 해석을 수행하였다. 
Lee et al.(5)는 집중질량과 초기 비틀림각을 고려한 내
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ABSTRACT

Modeling and vibration analysis of an inward cantilever beam undergoing translational and rotational 
motion is carried out based on the Euler–Bernoulli beam theory. The equations of motion are derived 
using the hybrid deformation variable modeling method along with the Rayleigh–Ritz assumed mode 
method. Spin-up rotational motion and sinusoidal translational motion are simultaneously prescribed for 
the inward cantilever beam. As the result of the simultaneous motion, coupled phenomena occur and 
combinatory excitation frequencies are generated. Therefore, resonance occurs at the combinatory fre-
quencies that are obtained from the frequencies of rotational and translational motions.
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향 외팔보의 진동특성을 연구하였다. Oh et al.(6)은 장

착각과 집중질량을 고려하여서 내향 외팔보의 진동

특성을 연구하였다. 이 같은 기존의 연구들은 회전운동 

효과만을 고려하여 연구가 수행되었고 자동차 바퀴의 

운동과 같이 병진과 회전 운동이 동시에 발생하는 운

동으로 인한 내향 외팔보의 진동해석은 수행되지 않았

다. 또한 이제까지 이전 어느 논문에서도 병진운동과 

회전운동의 연성 현상으로 인해 발생하는 가진주파수 

변화가 연구되지 않았다.
이 논문에서는 병진 및 회전운동을 동시에 하는 내

향 외팔보의 모델링을 수행하고, 그의 진동특성을 조

사하였다. 이 시스템의 운동방정식(7)은 복합 변형 변수 

모델링과 Kane의 방법을 이용하여 유도하였고, 상용 

프로그램인 ANSYS와 Recurdyn을 통해 얻은 결과와 

비교해 제안된 모델의 정확성을 검증하였다. 또한 병

진 및 회전운동이 연성됨으로써 가진주파수 분기 현상

이 발생하고 이 주파수에서 공진 현상이 발생하는 것

을 규명하였다.

2. 시스템의 형태

2.1 시스템 소개

Fig. 1은 제안된 시스템의 모습을 보여주고 있다. 
Fig. 1에는 세 좌표계가 나타나 있는데 


는 절

대기준틀의 좌표계, 


는 타이어 림을 나타내는 

기준틀 A의 좌표계, 그리고 


는 기준틀 A의 

중심점인 A*에서 r만큼 떨어진 O점에 장착각 ϕ의 기

울기로 설치된 외팔보 고정단 단면 기준틀 B에 고정

된 좌표계이다.

2.2 병진 및 회전 운동

Fig. 1에는 바퀴의 움직임을 나타내기 위한 병진 및 

회전 운동의 구성이 나타나 있다. θ는 강체 A가 평면 

상에서  방향으로 회전하는 회전 각이다. 회전 운

동에 의한 각속도는 다음 식과 같이 각도를 미분한 

형태를 이용하여 나타낼 수 있다.

 (1)

병진 운동은  및  방향으로 나누어 구성하였다. 
 방향 병진 운동은 자동차 주행 속도를 나타내고 

 방향 병진 운동은 도로 표면 높이 변화에 의하여 

발생한다. 그러므로 두 방향의 속도 성분은 다음과 

같다.

  (2)

 sin


 (3)

여기서 R은 지면과 A*사이의 거리, C는 노면 진폭의 

크기, λ는 파장 길이, 그리고 t는 시간을 나타낸다.

2.3 운동방정식

Fig. 2는 Fig. 1의 강체 A에 부착된 외팔보 변형 시 

형상을 함께 보여주고 있다. x는 외팔보와 고정점 O

Fig. 1 Configuration of an inward cantilever beam 
mounted on reference frame A with a setting 
angle ϕ

Fig. 2 Undeformed and deformed shapes of the inward 
cantilever beam
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로부터 변형 전 중립 축 상의 임의의 점까지의 거리, 
s는 중립 축 상의 임의의 점에서 보가 인장된 길이

를 나타낸다. 비틀림 변형은 매우 작아 무시할 수 있

다 가정하였다. P0는 변형 후 x+s의 길이를 갖는 P

의 위치로 이동한다. s와 u는 Rayleigh-Ritz 근사화 

방법을 통해 다음과 같이 나타낼 수 있다.


 



 (4)


 



 (5)

여기서 Φ1j, Φ2j 는 보의 j번째 모드함수, q1j, q2j는 

j번째 일반좌표, 그리고 μ1, μ2는 각각의 일반좌표의 

수이다.

P의 속도 

는 다음과 같이 나타낼 수 있다.






  coscossin
sinsincos










 sincossin
cossincos






(6)

위 식을 시간에 대해 미분하여 P의 가속도 

를 

구하면 다음과 같다.








 

  cos
coscossin
sinsincos













 

 sin

sincossin
cossincos








(7)

식 (6)과 (7)에서 u1은 근사화를 위해 s와 u2로 나

타내야 하며, 다음의 관계식이 유도되어(8) 사용된다.

   







 



 (8)

외팔보의 Kane에 의한 운동방정식(8)은 다음과 같

이 표현된다.


    ⋯ (9)

여기서















 




⋅


 (10)

 


(11)

여기서 U는 탄성에너지를 나타내며 다음과 같다.

  







 












 

 




(12)

여기서 E는 탄성계수, A는 단면적, I는 면적 2차 모

멘트를 나타낸다.
이제 속도, 가속도, 그리고 탄성에너지를 식 (10)과 

(11)에 대입하여 식 (9)를 정리하면 다음과 같은 운동

방정식을 얻을 수 있다.


 




 

  




 

 







 






 




 




cos

coscossin
sinsincos







  ⋯

(13)


 




 

 







 




 

  









cos

coscos

sin

sinsincos




 







 






 




 






sin

sincos

sin

cossincos







  ⋯

(14)

식 (13)은 s방향, 식 (14)는 u2방향 운동방정식이

다. 여기서
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
≡





 (15)


≡





 (16)


≡





  (17)


≡





 (18)


≡






  (19)

 ≡




 (20)

 ≡




 (21)

3. 수치 해석

3.1 유도된 방정식의 검증

앞장에 유도된 운동방정식의 정확성을 검증하기 

위해 수치 예제를 통해 진동 및 과도 해석을 수행하여 

얻은 결과를 상용 프로그램을 이용하여 구한 결과와 

비교하였다.

진동해석은 ANSYS Mechanical APDL v19.1을 

사용하였으며, 유한요소 모델은 beam 188 요소들을 

사용하였다. Fig. 3과 Table 1은 해석에 사용된 파라미

터와 물성치들을 보여준다. 해당 예제에 사용된 재료

의 물성은 steel의 물성을 사용하였다. 먼저 장착각 ϕ
가 0°인 경우 각속도에 따른 고유진동해석을 수행하

였다. 제안된 해석 모델과 ANSYS를 사용해 얻은 결

과는 Fig. 4와 Table 2에 보여주고 있으며, 상대오차 

Fig. 3 Configuration of cantilever beam

Parameter Value 
(unit) Parameter Value

(unit)

L 0.05 (m) E 200 (GPa)

b 0.01 (m) r 0.215 (m)

h 0.0002 (m) R 0.3 (m)

ρ 7850 (kg/m3) λ 0.3 (m)

C 0.01 (m)

Table 1 The properties used in the analysis

Fig. 4 Comparison of the first natural frequency ob-
tained with proposed model and ANSYS

Angular velocity 
(rad/s)

Propose model
(Hz)

ANSYS
(Hz)

Relative error 
(%)

0 65.231 65.230 0.001533

50 61.963 61.963 0

100 50.907 50.907 0

Table 2 Comparison of the 1st Natural frequencies

Fig. 5 Comparison of transient analysis results obtained 
with proposed model and Recurdyn
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0.002% 미만의 일치도를 보여준다.
과도 해석은 Recurdyn V9R1을 사용한 결과들과 

비교하였으며, 그 유한요소 모델은 Force의 Beam(G) 
요소들을 사용하였다. 이 해석에 사용된 물성치들은 

진동해석의 경우와 같다. 과도해석에서 속도의 경우, 
0초 ~ 10초는 가속을 하며 10초 ~ 30초는 일정한 속도

가 유지되는 spin-up motion을 적용하였다. Fig. 5는 

모델 장착각이 0°이고 정상상태 시의 각속도가 55 rad/s
에 다다르는 spin-up 운동을 하는 0초 ~ 30초 동안 제

안된 모델과 Recurdyn을 사용하여 구한 결과를 비교

하여 나타낸 그림이다. Table 3은 과도해석 결과에서 

20초 ~ 30초 구간에서 제안된 모델과 Recurdyn 해석 

결과의 최대 진폭 상대오차를 나타낸 것으로, 1.03 % 
정도의 미세한 차이만을 보여주고 있다. 이상의 진동해

석과 과도해석 결과 비교를 통해 제시된 모델링 방법

의 정확성과 신뢰성을 파악할 수 있었다.

3.2 가진주파수 분기현상

이 장에서는 제안된 모델의 장착각이 0°일 때 각속

도 별 과도해석을 수행하고, 해석결과 중 20 ~ 30초 구

간에서 최대 진폭을 계산하여 Fig. 6에 나타냈다. 이

를 통해 0 rad/s ~ 150 rad/s 범위에서 진폭이 크게 나

오는 2개의 구간이 존재함을 확인할 수 있다. 이와 같

은 현상은 식 (14)의 밑줄로 표시된 두 항에 의해 발생

하는 것으로서 병진방향 성분과 회전방향 성분의 곱

은 삼각함수 곱셈 공식에 의해 2개의 삼각함수 성분

으로 나뉘게 되어 다음과 같이 나타낼 수 있다.

sin  cos⋅sin



  sinsin 
(22)

따라서 병진운동과 회전운동의 연성으로 가진력은 2
개의 주파수를 갖게 되고, Fig. 7에서 보듯 제안된 

모델의 1차 고유진동수와 가진주파수가 만나게 되는 

2개의 지점이 생기는데 이 지점들의 각속도들로 운동

을 하면 공진이 발생하게 되며 Fig. 6이 보여주는 결

과처럼 큰 진폭이 발생하는 구간이 2개 생기게 된다.

3.3 장착각 별 고유진동수의 변화 추이

앞장에서는 임의 장착각을 갖는 내향 외팔보의 운

동방정식을 유도하였다. 내향 외팔보의 경우에는 장

착각별로 회전각속도에 따른 고유진동수의 변화 추

이가 다르게 나타난다. 변화 추이는 크게 3가지로 구

분할 수 있다. 첫 번째는, 장착각이 0° ~ 88.35°의 범

위에서는 회전 각속도가 증가함에 따라서 고유진동수

가 단순 감소하는 경향을 보여준다.
두 번째는, 장착각이 88.36° ~ 89.62° 범위인 경우

로 회전각속도가 증가함에 따라 고유진동수가 증가하

다가 감소하는 경향을 보여준다. 세 번째는, 장착각 

89.63° 이상인 경우로 회전각속도가 증가함에 따라 

고유진동수가 단순 증가하는 경향을 보여준다. Fig. 8
과 Fig. 9는 각 경향 별 경계 장착각들에서의 고유진동

수 변화를 보여주고 있다.

Propose model Recurdyn Relative error

0.00194 m 0.00196 m 1.03 %

Table 3 Comparison of the transient analysis results

Fig. 6 Transient Analysis result by angular velocity

Fig. 7 The first natural frequency locus and two ex-
citation frequencies generated by coupled motion
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4. 결  론

이 연구에서는 회전 및 병진운동을 하는 시스템의 

가진주파수 분기현상을 규명하고 이를 이용해 공진

현상을 유도하여 에너지 하베스팅 시스템에 적용할 수 

있음을 보였다. 가진주파수 분기현상에 의해 회전운

동 주파수와 병진운동 주파수는 서로 가감되어 두 개

의 주파수 항으로 나타나게 되며 이는 에너지 하베스

팅 장치를 설계하기 위해 공진주파수를 결정할 때 고

려해야 할 핵심적인 사항이다. 에너지 하베스팅을 목

적으로 큰 떨림이 요구되는 경우 공진의 발생을 필요

로 한다. 그런데 자동차 바퀴 같이 낮은 회전각속도로 

움직이는 시스템의 경우 시스템 고유진동수가 높으면 

공진을 유도하기 어렵다. 그렇기 때문에 회전각속도 

증가에 따라 고유진동수의 감소 폭이 큰 장착각이 0°

인 모델을 사용할 수가 있다. 그러나 만일 동작 조건 

내에서 고유진동수가 0에 도달하면 동적 좌굴 현상이 

일어나 설계 시에 목표했던 시스템 거동과 다른 경향

이 나타날 수 있다. 그러므로 주파수 분기 현상과 장

착각 변화에 따른 고유진동수 변화 추이를 동시에 고

려하여 외팔보 구조형태를 갖는 에너지 하베스팅 기

구를 설계하는 것이 필요할 것이다.

후  기

이 연구는 산업통상자원부(MOTIE)와 한국에너지

기술평가원(KETEP)의 지원을 받아서 수행한 연구 과

제입니다(No. 2018201010636A).

References

(1) Mostaghel, N. and Tadjbakhsh, I., 1973, Buckling 
of Rotating Rods and Plates, International Journal of 
Mechanical Sciences, Vol. 15, No. 6, pp. 429~434.

(2) Fox., C. H. J. and J. S. Burdess, 1979, The Natural 
Frequencies of a Thin Rotating Cantilever with Offset Root, 
Journal of Sound Vibration, Vol. 65, No. 2, pp. 151~158.

(3) Naguleswaran, S., 1997, Out-of-plane Vibration of a 
Uniform Euler-Bernoulli Beam Attached to the Inside of a 
Rotating Rim, Journal of Sound Vibration, Vol. 200, No. 1, 
pp. 63~81.

(4) Turhan, Ö. and Bulut, G., 2005, Dynamic Stability 
of Rotating Blades (Beams) Eccentrically Clamped to a 
Shaft with Fluctuating Speed, Journal of Sound and 
Vibration, Vol. 208, pp. 945~964.

(5) Lee, G. H. and Yoo, H. H., 2015, Vibration Analy-
sis of Rotating Pre-twisted Inward Beams with a Concen-
trated Mass, Transactions of the Korean Society for Noise 
and Vibration Engineering, Vol. 25, No. 6, pp. 384~390.

(6) Oh, Y. T. and Yoo, H. H., 2016, Vibration Analysis 
of Rotating Cantilever Beams Orienting Inward, Journal of 
Mechanical Science and Technology, Vol. 30, No. 9, pp. 
4177~4184.

(7) Yoo, H. H., Ryan, R. R. and Scott, R. A., 1995, 
Dynamics of Flexible Beams Undergoing Overall Motions, 
Journal of Sound and Vibration, Vol. 181, No. 2, pp. 
261~278.

(8) Kane, T. R. and David, A. L., 1985, Dynamics: 
Theory and Applications, McGraw Hill, New York.

Fig. 8 The first setting angle range of the first natural 
frequency characteristic change

Fig. 9 The second setting angle range of the first 
natural frequency characteristic change



Won Beom Lee et al. ; Modeling and Vibration Analysis of an Inward Cantilever Beam Undergoing Translational and ...

Trans. Korean Soc. Noise Vib. Eng., 29(1) : 107~113, 2019
┃

113

Won Beom Lee received his B.S. de-
gree in the department of Mechanical 
Engineering in Chungnam National 
University, Daejeon, Korea in 2015. 
He is working as M.S. candidate in 
the Department of Mechanical Engi-
neering in Hanyang University, Seoul, 

Korea. His research interests include structural vibration 
and energy harvester.

Hong Hee Yoo received his B.S and 
M.S. degrees in the department of 
Mechanical Design in Seoul National 
University in 1980 and 1982. He re-
ceived his Ph.D. degree in the depart-
ment of Mechanical Engineering and 
Applied Mechanics in the University 

of Michigan at Ann Arbor in 1989. He is a professor in 
the department of Mechanical Engineering at Hanyang 
University, Seoul, Korea. His research interests include 
multi-body dynamics, structural vibration, and statistical 
uncertainty analysis in mechanics. 


	병진 및 회전 운동을 하는 내향 외팔보의 모델링 및 진동해석
	ABSTRACT
	1. 서론
	2. 시스템의 형태
	3. 수치 해석
	4. 결론
	References


