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1. 서  론

구조물 건전성 감시(structural health monitoring)에
서 균열이 보의 진동 특성에 미치는 영향에 대한 연구

는 매우 활발히 진행되어 왔다(1~3). 보의 손상진단을 쉽

고 저렴하게 할 수 있기 때문에 균열보의 모드진동수

의 예측은 가장 많이 연구되어 온 주제 중 하나이다(2). 
보에 발생한 균열은 질량을 변화시키지 않고 강성만 

감소시키기 때문에 균열보의 모드진동수는 손상이 없

는 보와 비교하여 작은 것으로 알려져 있다(1). 신뢰할 

수 있는 균열 진단을 위해 균열보의 모드진동수를 정

확하게 예측하는 것이 중요하다.

지금까지 균열보의 모드진동수를 예측하기 위해 많

은 해석적 연구들이 수행되어 왔다(4~8). 대부분의 연구

들은 1차 모드를 포함한 소수의 저차 굽힘모드에 대응

되는 진동수를 예측하는 데 집중되어 있다. 일부 연구

에서 횡방향 균열을 갖는 외팔보의 축-굽힘 커플링이 

보의 진동특성에 미치는 영향을 다루었다(9~11). 여기서 
균열은 파괴 역학에 기초하여 유도된 2×2 유연도 행렬

(flexibility matrix)을 통해 모사된다. 유연도 행렬에서 
두 개의 대각항은 각각 축과 굽힘 거동을 나타낸다. 나
머지 두 개의 비대각항은 균열에 의해 유발되는 축-굽
힘 커플링 거동을 나타낸다(9). 진동수 방정식은 균열보

의 고유행렬의 행렬식으로 표현된다. 이 경우 보의 지

점 조건에 따라 고유행렬의 행렬식이 달라지게 된다. 
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ABSTRACT

This paper presents a frequency equation to predict the modal frequencies of a cracked beam con-
sidering axial-bending coupling. The effects of axial-bending coupling are considered for the compati-
bilities of axial displacement and rotational angle at the crack location. Neglecting all incident evanescent 
wave motions results in a unified closed-form frequency equation for any support types of a beam. 
The validity of the proposed frequency equation is demonstrated through the comparison to the numer-
ical results from the finite element analysis and experimental data. The effects of axial-bending cou-
pling become significant with respect to crack depth ratio when a bending modal frequency is in the 
vicinity of an axial modal frequency.
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또한, 행렬식이 매우 복잡한 음함수 형태로 표현되므로 

식의 동역학적 의미 이해가 매우 어렵다(12).
이 논문은 임의 지점을 가진 균열보의 진동수 방정

식을 하나의 닫힌형태식으로 정식화한다. 입사 소멸파

를 무시할 수 있는 경우, 제안된 진동수 방정식은 지점 
조건에 대한 매개변수화를 통해 임의 지점에 대해 적

용 가능하다(13). 축-굽힘 커플링은 균열에서 축방향 변

위와 처짐각의 적합조건으로 나타낼 수 있다(14). 제안

된 진동수 방정식의 타당성은 유한요소 해석과 실험 

데이터의 결과와의 비교를 통해 나타내었다.

2. 정식화

2.1 스펙트럴 해와 기본 가정

설명의 편의상 Fig. 1(a)는 임의 지점을 가진 균열보

의 예로 단순 지지보를 나타낸다. 균열의 좌우측의 축

방향 스펙트럴 변위는 각각 식 (1)과 같이 나타낼 수 

있다(15).

 
 



 
 


(1)

여기서 uL, uR 그리고 k는 각각 균열의 좌우측에서 

축방향 변위 그리고 보의 축방향 거동과 관련된 파수

(wave number)이다. A1, A2, B1 그리고 B2는 축방향모

드의 진행파를 나타낸다. 균열보의 횡방향 변위 또한 

각각 다음과 같이 스펙트럴 해로 표현된다.

 
 

 
 



 
 

 
 



(2)

여기서 wL, wR 그리고 는 각각 균열의 좌우측에서 

횡방향 변위 그리고 보의 굽힘방향 거동과 관련된 파

수이다. A3, A4, B3, B4, A5, A6, B5 그리고 B6은 굽힘모

드의 진행파와 소멸파를 나타낸다.
균열의 동적 거동을 모사하기 위해 국부 유연도를 

모사할 수 있는 스프링을 사용한다. 두 개의 적합 조

건식은 균열에 의해 생긴 축-굽힘 커플링을 모델링하

는데 사용된다(14).

   
′ 

′ (3a)

   
′ 

′ (3b)

여기서 θL, θR 그리고 ′는 각각 균열의 왼쪽과 오른

쪽에서의 처짐각 그리고 공간 미분 연산자이다.

   (4a)

   (4b)

   (4c)

  (4d)

(a) A beam with a transverse crack

(b) Wave parameters associated with axial and 
bending modes of a cracked beam

(c) Compatibility condition for axial displacement

(d) Compatibility condition for rotational angle

Fig. 1 The dynamic behavior of a cracked beam and the 
compatibility conditions at the crack location
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여기서 ν는 푸아송비이고 식(3)의 유연도 계수인 Faa, 
Fab, Fbb 그리고 Fba는 Levy and Rice에 의해 제안된 

축-굽힘 커플링 매개변수 att, abb 그리고 atb를 통해 나

타낼 수 있다(14).
Fig. 2는 제안하려고 하는 진동수 방정식에서 균열

보의 동적 거동을 근사화하는 방법을 나타낸다(13). 고

주파수 대역의 경우 소멸파가 균열 또는 지점에 발생

되는 즉시 소멸되기 때문에 다른 지점 또는 균열로 전

파되지 않는다. 예를 들어 Fig. 2에서 지점 A에서 발생

한 굽힘 소멸파 A5는 발생되는 즉시 소멸되기 때문에 

균열 C로 입사되지 않는다. 따라서, 균열 또는 지점에

서 모든 입사 소멸파는 무시할 수 있다. Fig. 2에서 입

사 소멸파를 무시하면 지점 A에서 A6, 균열 C의 좌측

에서 A5, 균열 C의 우측에서 B6, 지점 B에서 B5를 무

시할 수 있다(13).

2.2 진동수 방정식 유도

식 (1)에는 4개, 식 (2)에는 8개의 미지수가 있다. 미
지수가 총 12개이기 때문에 균열에서의 3개의 평형방

정식과 3개의 적합방정식, 보의 양단 지점 조건 6개

를 통해 진동수 방정식을 유도할 수 있다.

(i) C에서의 축방향변위 적합조건식

   
′ 

′
⇒  





 



 





   

(5)

여기서 오일러-베르누이보 이론에 기초하여 θ = w′이
다. 미분연산자 ′는 균열의 왼쪽과 오른쪽에서 각각 




와 


를 의미하며 


로 나타낸다. 식 (5)에

서 소멸파 A5는 균열에 도달하기 전에 소멸되기 때문

에 무시한다. 이 외의 조건식에도 동일한 절차를 적용

한다.

(ii) C에서의 횡방향변위 적합조건식

  

⇒       
(6)

(iii) C에서의 처짐각 적합조건식

   
′ 

′

⇒   




 


  




    

(7)

(iv) C에서의 축방향 평형방정식


′  

′
⇒     

(8)

여기서 E와 A는 탄성계수와 보의 단면적이다.

(v) C에서의 횡방향 평형방정식


′′′  

′′′
⇒        

(9)

(vi) C에서의 모멘트 평형방정식


″  

″
⇒        

(10)

여기서 I는 보의 이차 관성 모멘트이다.

(vii) A에서의 축방향 지점조건

  

⇒
 

  
(11)

(viii) A에서의 횡방향 지점조건

  

⇒
 

 
  

(12)

(ix) A에서의 모멘트 지점조건


″  

⇒ 
 

 
  

(13)

Fig. 2 The dynamic behaviors of a cracked beam through 
neglecting all incident evanescent modes associ-
ated with bending motions
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(x) B에서의 축력 지점조건


′  

⇒
 

  
(14)

(xi) B에서의 횡방향변위 지점조건

  

⇒
 

 
  

(15)

(xii) B에서의 모멘트 지점조건


″  

⇒ 
 

 
  

(16)

식 (5) ~ 식 (16)을 이용하여 다음과 같이 진동수 방

정식을 유도할 수 있다. 자세한 유도절차는 Kang의 논

문에 나와 있으므로 여기서는 지면관계상 생략한다(12).

   
    (17)

여기서,

       (18a)

      (18b)

  
×    

(18c)

 





×       

(18d)

 
×    

(18e)

그리고, tL = -e2ika, tR = e -2ikb, ͞tL = -e2i͞ka이며 ͞tR = -e -2i͞kb

이다.

2.3 임의 지점 조건의 진동수 방정식

지점에서 발생하는 파 반사에 의한 축방향과 굽힘

방향 전달파의 위상 변이에 따라 다음과 같이 tL, tR,  
͞tL, ͞tR를 매개변수화함으로써 식 (17)을 임의 지점 조건

에 대한 진동수 방정식으로 적용 가능하다.

    (19a)

    (19b)

    (19c)

    (19d)

여기서 βL, βR, ͞βL, 그리고 ͞βR는 지점 조건에 따라 

Table 1에 나타냈다. 파동 관점에서 매개변수화의 물

리적인 의미에 관한 내용은 저자의 기존 연구에 자세

히 기술되어 있다(13).

3. 제안된 진동수 방정식 검증

3.1 실험 구성

축-굽힘방향 커플링이 고려된 제안된 균열보의 진

동수 방정식은 유한요소 해석 결과와 실험 데이터의 비

교를 통해 검증한다. Fig. 3은 양단이 모두 자유단인 

균열보의 형상을 나타낸다. 균열은 보의 중심에 위치

하며 균열비는 0 ~ 0.7까지 0.1 간격으로 설정한다. 탄
성계수, 푸아송비 그리고 밀도는 각각 71 GPa, 0.33 그
리고 2700 kg/m3이다.

Support 
conditions

Support position

Left end* Right end**

Hinge-roller βL = -1, ϕL = -π
͞βL = -1, ͞ϕL = -π

βR = 1, ϕR = 0
͞βR = -1, ͞ϕR = π

Fix-free βL = -1, ϕL = -π
͞βL = i, ͞ϕL = 0.5π

βR = 1, ϕR = 0
͞βR = -i, ͞ϕR = -0.5π

Fixed-roller βL = -1, ϕL = -π
͞βL = i, ͞ϕL = 0.5π

βR = 1, ϕR = 0
͞βR = -1, ͞ϕR = π

Fixed-fixed βL = -1, ϕL = -π
͞βL = i, ͞ϕL = 0.5π

βR = -1, ϕR = π
͞βR = -i, ͞ϕR = -0.5π

Hinge-free βL = -1, ϕL = -π
͞βL = -1, ͞ϕL = -π

βR = 1, ϕR = 0
͞βR = -i, ͞ϕR = -0.5π

Free-free βL = 1, ϕL = 0
͞βL = i, ͞ϕL = 0.5π

βR = 1, ϕR = 0
͞βR = -i, ͞ϕR = -0.5π

* βL = eiϕL, ͞βL = ei ͞ϕL
**

 βR = ei ϕR, ͞βR = ei ͞ϕR

Table 1 Phase shift at both ends of a cracked beam for 
varying support conditions

Fig. 3 Geometry for a cracked aluminum beam with free-​
free support conditions (width: 20 mm / not to scale)
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유한요소 해석은 KISTI 수퍼컴퓨팅 센터 신바람 시

스템의 ABAQUS 6.14/standard에서 수행한다(16). 균열

에 의한 모드진동수의 변화를 정확하게 계산하기 위해 
충분히 유한요소망을 세분화한다. 개별요소 크기가 가

로 세로 모두 50 μm로 총 1 248 000개의 8절점 2차원 
고체 요소를 사용한다. 균열의 역학적 거동은 자유경계

면인 균열면에 이중 노드를 생성함으로써 모사한다(13).
Fig. 4는 제안된 방법을 검증하기 위한 실험 구성이

다. 1개의 그룹은 손상이 없는 보와 균열비가 0.1 ~ 0.7
인 보 7개를 포함하는 8개의 보로 구성된다(Fig. 4(a)). 
보의 중심에 있는 균열은 각각 원하는 깊이까지 0.3 mm 

너비의 노치(notch)를 제작하여 모사한다. 각 보에 2개

의 압전소자(Piezo Systems사의 PSI-5A4E L10 mm × 
T0.191 mm × W10 mm)(17)를 부착하고 피치-캐치(pitch-​
catch) 방법을 이용하여 보의 동적 응답을 수집한다. 신
호감지 압전소자는 보의 상단 중심에 부착한다(Fig. 4(b)). 
신호구동 압전소자는 보의 하단의 중심 균열로부터 

8 mm 떨어진 곳에 부착한다(Fig. 4(c)). 양단 자유 지점 
조건을 모사하기 위해 보를 실로 매단다(Fig. 4(d)). 구
동 주파수 범위가 1 kHz ~ 20 kHz인 첩(chrip) 전압 입

력 신호를 16 bit 임의 파형 발생기(NI PXI-5422)을 사

용하여 압전소자에 가한다. 첩 전압 입력 신호의 지속

(a) An intact beam and six cracked beams with 
crack depths ranging from 0.3 to 2.1 mm

(b) Sensing piezoelectric wafer mounted 
on the top of a cracked beam

(c) Actuating piezoelectric wafer mounted 
on the bottom of a cracked beam

(d) A string-suspended beam for simulating a 
free-free support condition

(e) Time-domain output voltage signals 
from the sensing piezoelectric wafer 

of an intact beam

(f) Frequency-domain spectrum of (e) and 
peak frequencies associated with axial and 

bending modes of the intact beam
Fig. 4 Experimental setup
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시간과 진폭은 각각 0.5초와 6 V이다. 출력 전압 신호

는 14 bit 고속 디지타이저(NI PXle-5122)로 측정한다. 
샘플링 속도와 주파수 분해능은 각각 5 MHz와 1 Hz
이다. 주파수 분해능을 결정하는 측정 시간은 주파수 

관심대역의 보의 동적 거동이 감쇠하기에 충분하도록 

1초로 설정한다. LabviewTM을 통해 자동으로 10번 반

복 측정하여 신호감지 압전소자의 출력 전압 신호의 

평균값을 구한다. 손상이 없는 보에 대한 평균 출력 전

압신호의 예를 Fig. 4(e)에 나타냈다. 각 보의 주파수 

응답 스펙트럼은 입력 및 출력 전압신호를 고속 푸리

에 변환시킴으로써 구할 수 있다. 피크진동수는 주파

수 스펙트럼을 통해 추출한다. 추출된 피크진동수와 

관련된 모드들은 유한요소 해석을 통해 계산된 모드

진동수와 비교하여 확인 가능하다(Fig. 4(f)).

3.2 비교 결과

Fig. 5는 축-굽힘 커플링을 고려하지 않은 진동수 방

정식과 유한요소 해석 및 실험결과를 균열비에 대한 

모드진동수로 비교한다. 진동수 방정식에서 균열비를 

0.01씩 증가시키면서 모드진동수를 계산한다. 진동수 

방정식이 비선형이므로 뉴턴랩슨법을 이용하여 진동수 
방정식의 해를 구한다. Fig. 5(a)는 1차 축방향모드와 

15차 ~ 23차 굽힘모드 9개중 홀수차 모드 5개를 포함하

는 1.4 kHz ~ 3.6 kHz 범위에서 모드진동수를 보여준다. 

여기서 실선과 점선은 각각 진동수 방정식을 통해 구한 
축방향모드와 굽힘모드의 진동수를 나타낸다. 네모와 

동그라미는 각각 유한요소 해석을 통해 계산된 축방향

모드와 굽힘모드의 진동수를 의미한다. 엑스와 십자표

시는 각각 실험을 통해 획득된 축방향모드와 굽힘모드

의 진동수를 나타낸다. Fig. 5(b)에서 1차 축방향모드와 

19차 굽힘모드를 포함하는 2.1 kHz ~ 2.7 kHz 범위로 

좁혀서 모드진동수를 나타낸다. Fig. 5(b)의 모든 모드진

동수는 균열비 0.4이하에서 유한요소 해석 및 실험결

과와 비교할 때 최대 상대오차가 각각 0.7 %와 1.15 %
가 발생한다. 균열비가 0.4보다 커짐에 따라 1차 축방

향모드와 19차 굽힘모드에 대응되는 진동수는 유한요

소 해석 및 실험결과와 비교할 때 차이가 크게 발생한

다. 이 현상은 실험결과와의 비교에서도 명확하게 확인

할 수 있다. 균열비가 0.7일 때 1차 축방향모드와 19차 

굽힘모드에서의 최대상대오차는 유한요소 해석 결과와 
비교할 때 각각 3.7 %와 3.0 %이고 실험결과와 비교

할 때 각각 4.3 %와 2.7 %이다. 1차 축방향모드의 진

동수는 손상이 없는 보의 19차 굽힘모드의 진동수보다 

약간 크다. 균열비가 증가할수록 1차 축방향모드의 진

동수는 19차 굽힘모드의 진동수보다 더 빨리 감소한다. 
균열비에 대한 모드진동수의 감소율의 차이로 인하여 

Fig. 5(b)에서 균열비 0.6 인근에서 1차 축방향모드와 

19차 굽힘모드의 진동수가 서로 교차한다. 

(a) From 1.4 to 3.6 kHz (b) From 2.1 to 2.7 kHz
Fig. 5 Modal frequencies from frequency equation without axial-bending coupling with respect to crack depth ratios 

(― : axial mode, ‒ ‒ – : bending mode, ■ : axial mode from FE analysis, ○ : bending mode from FE analysis, 
× : axial mode from experiment, + : bending mode from experiment)
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Fig. 6에서 축-굽힘 커플링을 고려한 진동수 방정식

과 유한요소 해석 결과를 균열비에 대한 모드진동수로 

비교한다. 식 (17)은 모든 관심대역 모드에 대하여 유한

요소 해석에서 계산된 진동수와 잘 일치한다. 1차 축

방향모드의 진동수는 19차 굽힘모드의 진동수보다 균

열비에 대해 천천히 감소하기 때문에 Fig. 5(b)와는 다

르게 Fig. 6(b)에서는 진동수가 교차되는 현상이 발생

하지 않는다. 균열비가 0.7일 때 1차 축방향모드와 19
차 굽힘모드의 최대상대오차는 유한요소 해석결과와 

비교하면 각각 0.3 %와 0.6 %로, 실험결과와 비교하면 

0.4 %로 크게 감소한다. 이것은 굽힘모드의 진동수가 

축방향모드의 진동수에 근접해 있을 때 균열비 증가에 

따른 축-굽힘 커플링 효과가 모드진동수에 명백하게 나

타남을 의미한다.
Fig. 7은 축-굽힘 커플링을 고려한 경우와 그렇지 않

은 경우의 1차 축방향모드와 15차~23차 굽힘모드 중 

홀수차에 해당하는 정규화된 모드진동수를 유한요소 

해석 및 실험과 비교한 결과이다. 여기서 정규화된 모

드진동수는 균열이 있는 보의 모드진동수를 손상이 없

는 보의 모드진동수로 나눈 값이다. 실선, 동그라미 그

리고 엑스표시는 각각 식 (17)에서 얻은 정규화된 모드

진동수, 유한요소 해석, 그리고 실험결과를 나타낸다. 
점선은 축-굽힘 커플링을 고려하지 않은 순수 축방향

모드와 굽힘모드의 정규화된 모드진동수를 나타낸다. 

유한요소 해석 및 실험결과와 비교하였을 때 정규화된 

모드진동수를 정확히 예측하기 위해 축-굽힘 커플링이 

중요한 것을 확인할 수 있다. 균열비가 0.3일 때 정규

화된 모드진동수에 대한 축-굽힘 커플링의 효과가 나

타나기 시작한다. 균열비가 증가함에 따라 커플링 효

과는 더욱 두드러진다. 1차 축방향모드보다 낮은 진동

수를 가지는 15, 17, 19차 굽힘모드로 가면서 축-굽힘 

커플링 효과가 증가함을 알 수 있다. 1차 축방향모드

보다 큰 진동수를 가지는 21, 23차 굽힘모드에서는 축-
굽힘 커플링 효과가 상대적으로 작게 나타난다.

Fig. 8은 제안된 방법과 유한요소 해석에서의 균열

비에 대한 1차 축방향모드의 형상을 비교한 것이다. 
제안된 식 (17)을 통해 계산된 1차 축방향모드 진동수

를 사용하여 2차원 모드 형상을 계산한다. 모드 형상은 

모드형상벡터의 2-norm값이 1이 되도록 정규화한다. 
모드 형상을 가독성을 높이기 위해 적절한 환산 계수

를 사용해 크기가 조정된 모드 형태로 나타낸다. 제안

된 방법은 유한요소 해석과 비교할 때 균열비에 대한 

모드 형상의 변화를 정확하게 예측하고 있다. 균열비

가 0.1보다 작은 경우, 모드형상에서 축 방향 거동이 

지배적이다. 균열비가 0.2가 되면 굽힘 거동이 매우 작

지만 모드 형상에 영향을 주기 시작한다. 균열비가 0.4
보다 커지면 굽힘 거동이 1차 축모드 형상에서 지배적

으로 나타난다. 축-굽힘 커플링의 효과를 균열비에 대

(a) From 1.4 to 3.6 kHz (b) From 2.1 to 2.7 kHz
Fig. 6 Modal frequencies from frequency equation with axial-bending coupling with respect to crack depth ratios 

(― : axial mode from Eq. (17), ‒ ‒ – : bending mode from Eq. (17), ■ : axial mode from FE analysis, ○ : 
bending mode from FE analysis, × : axial mode from experiment, + : bending mode from experiment)
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(a) 15th bending mode (b) 17th bending mode

(c) 19th bending mode (d) 1st axial mode

(e) 21st axial mode (f) 23rd axial mode
Fig. 7 Normalized modal frequencies with respect to crack depth ratios (― : with axial-bending coupling, ‒ ‒ – : 

without axial-bending coupling, ○ : FE analysis, × : experiment)
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한 1차 축 모드의 굽힘 거동의 변화를 통해 분명하게 

관찰된다.
Fig. 9는 제안된 방법과 유한요소 해석에서의 균열비

에 대한 19차 굽힘모드의 형상을 비교한 것이다. Fig. 8
과 유사하게 모드 형상을 적절한 환산 계수를 사용해 

크기가 조정된 모드 형태로 나타낸다. 제안된 방법은 

유한요소 해석의 결과와 비교하여 균열비에 대한 모

드 형상의 변화를 정확하게 예측한다. 균열비가 0.4보

다 작은 경우, 모드 형상에서 규칙적인 굽힘 거동이 지

배적이다. 반대로 균열비가 0.4보다 커질 경우, 균열 

위치에서 꺾인 지점이 발생하기 시작하고 균열비가 0.7
일 때 분명하게 나타난다.

4. 결  론

이 논문은 축-굽힘 커플링을 고려하여 임의 지점을 

가진 균열보의 진동수 방정식을 하나의 닫힌형태식으

로 제안하였다. 입사 소멸파를 무시할 수 있는 경우, 
제안된 식 (17)은 지점 조건에 대한 매개변수화를 통

해 임의 지점에 대해 적용 가능하다. 제안된 진동수 방

정식은 균열이 중심에 있는 양단이 모두 자유단인 보

를 사용하여 유한요소 해석 및 실험 데이터 결과와 비

교하여 검증하였다. 진동수에 대해 비선형 방정식이기 
때문에 진동수 방정식을 풀기 위해 뉴턴랩슨법을 사용

하였다. 균열깊이가 증가함에 따라 축방향모드와 인접

한 굽힘모드가 서로 간섭이 일어나는 경우에 모드진동

수에 대한 축-굽힘 커플링 효과가 두드러지게 나타났

다. 서로 인접한 축방향모드와 굽힘모드 사이의 축-굽
힘 커플링 현상에 관해서 제안된 진동수 방정식에 의

한 해석결과는 유한요소 해석 및 실험 결과와 잘 일치

하였다. 축방향모드와 굽힘모드사이의 커플링은 세장

비가 작은 경우 더 두드러지는 경향이 있다는 보고가 

있다(10,11). 향후 고차보 이론인 티모센코 보 이론을 이

용한 고주파 대역에서 축-굽힘 커플링 효과에 대한 추

가 연구가 필요하다.

후  기

2장의 주요 내용은 제 1저자의 연구(12)를 기초로 작

성되었음. 이 논문은 정부(교육과학기술부)의 재원으로 
한국연구재단의 지원을 받아 수행된 기초연구사업입니

다(NRF-2016R1D1A1B03933260).
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