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1. 서  론

카오스 신호 문제는 동역학계에서 오랫동안 연구

되어져 왔다(1~5). 결정론적 카오스는 동역학계에서 파

라미터 및 초기조건에 의한 비 주기적인 해가 불안정 

하지만 일정한 범위내의 제한을 갖는다. 이는 많이 

알려져 있는 Lorenz, Rossler 방정식 등에 잘 소개되

어 있다. 다이나믹 특성을 분석하기 위한 방법은 주

로 시계열 분석 방법과 위상공간내 해의 움직임

(trajectory)을 표현한 분석을 이용하였다. 그러나 카

오스를 수반하는 고차 비선형 시스템을 분석하기에는 

한계가 있다. 카오스 현상을 포함하는 많은 비선형 

동역학 이론 연구는 발전을 통해 HOSA(higher order 

spectrum analysis), logistic map, Lyapunov exponent 

등을 통해 카오스를 정량화하였다(6~8). Lyapunov ex-

ponent는 시스템 파라미터 변화에 대한 카오스를 정량

화하기 위한 가장 잘 알려진 방법으로 사용되며, 특히 

Wolf, A. et al.(9)에 의해 제안된 Largest Lyapunov 

exponent는 카오스를 정량적으로 표현할 수 있다.

기계진동 분야에서 신호 분석은 시스템 고유의 다이

나믹 특성 및 불안정 신호 검출 등에서 사용된다. 선형 

시스템 또는 특성이 명확한 신호 분석은 일반적으로 

FFT와 spectrum을 통해 실험적 신호 분석으로 규명되

어진다(10~14). 그러나 선형 신호 외에도 고차 비선형을 

포함하는 신호 분석 방법 또한 위와 같은 방법으로 수

행되기 때문에 특성을 판단하기 난해한 경우가 많다. 

특히, 마찰, 충격이 포함되는 신호는 고장진단 등에서 

분석되지만 고차 비선형 특성인 카오스를 포함하는 신

호는 주파수가 매우 모호하다(15,16). Kang, J.(15)은 2 자

유도 모델을 구성하여 마찰에서 발생할 수 있는 카오

스 진동현상에 대해 이론적으로 접근하였다. 진동 시
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ABSTRACT

The aim of the study was to classify the chaotic time-series data with the nonlinear problem using 

the convolutional neural network (CNN), and to determine and verify the chaotic characteristics from a 

deterministic system. The classical nonlinear differential equation established by the Rossler model was 

used, and the chaotic characteristics were determined by the Lyapunov exponent. The chaotic properties 

was visualized using an unthresholded recurrence plot through the proposed procedure. A simple CNN 

model was developed to learn the extracted image using the proposed feature-visualization technique. 

As a result, the chaotic characteristics were classified with an accuracy of 99 % or more.
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스템에서 카오스를 만들어내는 이론적 파라미터를 규

명하고 마찰 곡선에 의해 고차 비선형성인 카오스가 

발현됨을 보여주었다. 또한 Serwet, W. et al.(17)은 충

격 접촉 모델을 Hertz’s와 Newton’s 접촉 모델에 대

해 Muller’s 방법으로 불연속 시스템에서 Lyapunov 

exponent를 구하고 카오스 특성을 연구하였다. 

이론적인 접근법 외에도 진동 신호 분석은 신호의 

가시화 방법을 이용하여 많은 연구가 진행되었다. 앞

서 언급했던 FFT와 Spectrum외에도 recurrence plot, 

Gauss wavelets(18) 등 많은 연구가 진행되었지만 이

중 다이나믹 시스템의 recurrence 특성을 반영하는 

recurrence plot이 가장 활발하게 연구되고 있다. 

Marwan, N. et al.(19)은 복잡한 시스템에서 발생하는 

진동특성에 대해 다양한 recurrence plot 방법을 이용

하여 분석하였다. 그러나 이러한 방법은 엔지니어의 

주관적인 판단이 지배적이고, 카오스와 같은 복잡한 

신호를 분석하는데 한계가 있다. 

최근 딥러닝을 이용한 인공신경망은 비약적인 발

전을 이루고 있다. 특히 이미지 분류는 2015년 발표

된 ResNet(20)을 기점으로 인간의 분류능력을 초월하

였다. 각 분야에서는 CNN을 활용하기 위한 많은 모

델들이 구성되었고, loss 함수의 최적화를 위한 방법

들이 소개되었다(21).

따라서 이 논문은 다이나믹 시스템에서 발생되는 가

장 복잡한 현상인 카오스 신호를 Rossler 식을 이용하

여 구현하고, 이론적 접근을 통해 카오스 신호를 분석

하고자 한다. 또한 복잡한 신호를 제안된 방법을 통해 

이미지화 시키고 CNN을 이용하여 카오스 신호를 분

류하고자 하였다. 이 결과를 Lyapunov exponent를 이

용하여 검증하였다.

2. 본  론

2.1 이론적 접근법

이 논문의 목적은 딥러닝을 활용한 카오스 신호의 

분류 및 검증이다. 때문에 운동방정식은 카오스 신호

를 만들어 내는 대표적인 Rossler 방정식을 이용하였

다. Rossler 방정식은 식 (1)과 같다. 

              (1)

여기서 a, b, c는 시스템 파라미터다. 결정론적 카오

스는 Lyapunov exponent를 통해 결정할 수 있으며, 

운동방정식은 벡터 형식을 갖는 상태공간 방정식으로 

식 (2)와 같이 변형될 수 있다.

( )=x f x , 0 0( )t =x x (2)

여기서 1[ ,  ...,  ]nx x= Tx 는 상태 벡터이고, 1[ ,  ...,  ]nf f= Tf

은 미분가능한 연속적 벡터 공간이다. 또한 0t 는 다이

나믹 시스템의 초기 조건이다. 미소 초기조건 변화에 

대한 다이나믹 시스템의 해 변화를 살펴보기 위해 

perturbed solution을 δ= +y x x 로 가정하였다. 이후 

시스템의 거동(trajectory) 및 초기조건은 다음과 같다.

δ δ+ +x x = f(x x)  , 0 0 0t δ+y( ) = x x (3)

여기서 0ty( ) 는 perturbed solution의 초기조건이며, 

( )tx 에서 Taylor 시리즈를 취하면 선형화된 perturbed 

방정식을 얻을 수 있다. 

(2)

ix
Oδ δ

=

∂ ⋅ +
∂ x

f
x = x

x
 , 0 0( )=tδ δx x (4)

여기서 [ ]0 0( )tδ δ=x Φ x x 를 선형화된 perturbed 방정

식에 대입하면, 다음과 같이 변동 방정식(variational 

equation) 및 초기조건을 기술할 수 있다. 

0 0 0 0( ) [ ][ ( )]t x tDδ δ  = Φ x x f Φ x x (5)

0 0 0 0[ ( )] [ ]t δ δ=Φ x x I x (6)

여기서 [ ]xD f , [ ]I , [ ]0( )tΦ z 은 각각 자코비안 행렬,

단위행렬, state transition matrix이다. 방정식 (5), (6)

은 time-varying 선형 미분 방정식이며, 변동방정식의 

해는 자코비안 행렬과 비선형 미분방정식을 동시에 

풀면 얻을 수 있다. Lyapunov exponent는 식 (7)과 

같이 정의된다. 

1
lim ln ( )i it

m t
t

λ
→∞

= (7)

여기서 im 는 i 번째 변동방정식(variational equation)

의 고유값이며, iλ 는 i 번째 Lyapunov exponent를 

의미한다. 단 정의에서 보듯이 위의 식은 연속적인 
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수치적분을 통해 직접적으로 계산되기 불가능하다. 

따라서 iterative 접근법을 통해 수치적분을 수행할 수 

있으며, 이때 perturbation δ x 는 수정된 gram-schmidt 

직교 정규화를 기반으로 계산된다. 이를 통해 결정론

적 카오스를 정량적으로 표현할 수 있다. 

실제 진동 시스템에 대한 분석은 FFT나 spectrum

과 같이 이미지 차원에서 주관적으로 분석되고 있다. 

다이나믹 시스템에서 이미지 차원의 분석은 오랫동안 

연구되었다. Recurrence는 다이나믹 시스템의 가장 큰 

특징으로 recurrence plot를 통해 가시화가 가능하다. 

이산화된 시계열 데이터는 식 (8)과 같이 정의된다. 

  △        (8)

여기서 △는 샘플링 시간이다. 카오스와 같이 복잡

한 시스템은 시스템 차원에서 해의 움직임(trajectory)

이 자기교차(self-crossing) 될 수 있다. 따라서 재구

성된 위상공간이 필요하며, time-delay 방법을 통해 

재구성된 위상 공간을 표현할 수 있다.

( 1)
1

ˆ

1,  2,  3,  ...,   1,  2,  ...,  m

m

i i j j
j
u

i j

τ+ −
=

=

= =

x e
(9) 

여기서 m은 embedding dimension이고, τ 는 time 

delay, ej는 j번째 직교좌표계의 단위벡터를 의미한

다. 적절하게 선택된 embedding dimension과 time 

delay를 통해 위상공간을 재구성시킬 수 있다. em-

bedding dimension은 기하학적 문제이며, time delay

는 다이나믹 문제이다. 이 논문은 기하학적 측면에서 

카오스를 분류하고 물리적 차원의 효율성을 위해 

FNN(false nearest neighbor)을 이용하여 기하학적 

차원을 재구성하였다(22).

식 (9)로부터  d 차원에서 xr은 x의 r번째 가장 

가까운 이웃이 된다. 이때 두 벡터 사이의 유클리드 

거리의 제곱은 식 (10)과 같이 표현될 수 있다. 

21
2

( ) ,( )
0

( , )

0,  1,  2,  ...,  1

m

d i k r i k
k

R i r u u

k m

τ τ

−

+ +
=
 = − 

= −

 (10)

Time delay embedding 의해 d + 1차원으로 확장될 

경우 d + 1 차원에 대한 r번째 이웃사이의 유클리드 

거리는 식 (11)과 같다. 

22 2
1 ( ) ,( )( , ) ( , )

0,  1,  2,  ...,  1

d d i d r i dR i r R i r u u

k m
τ τ+ + + = + − 

= −
(11)

확장된 공간 사이의 유클리드 거리의 변화는 매우 

크다. 따라서 두 사이거리의 변화율을 통해 최소 확

장공간을 추정할 수 있다. 변화율로 정의된 유클리드 

거리는 식 (12)와 같이 다시 작성될 수 있다. 

2 2
1

2

( , ) ( , )

( , )
d d

d

R i r R i r
R i r

+ − >Rtol (12)

여기서 Rtol은 임계값이며, 연구결과에서 Rtol>10일 때 

자기교차(self-crossing)가 제거되었다(22). 

재구성된 위상공간으로부터 threshold recurrence 

plot는 식 (13)과 같이 정의된다. 

, ˆ ˆ( ) H( )i j i jε ε= − −RP x x , , 1,  ...,  i j N= (13)

여기서 H는 Heaviside 함수, ε 는 임계값,   ⋅ 는 2L -

노름, N은 측정된 포인트의 수, ˆ ix 는 재구성된 시스템 

해의 궤적(trajectory) 벡터이다. 이 논문은 주관적인 

값을 최대한 배제하기 위해 오직 재구성된 솔루션 벡터 

차의 노름을 통해 recurrence plot를 구성하였으며, 이는

unthresholded recurrence plot( ,i j =RP ˆ ˆi j− −x x )이라

정의된다. 

2.2 CNN model

이론적 접근법을 통해 표현된 unthresholded re-

currence plot을 CNN 모델을 활용하여 분류하고자 

CNN 모델을 구성하였다. 먼저, 파라미터를 포함하는 

비선형 시계열 데이터를 수치적분을 이용하여 해석을 

수행하였다. 이후 얻어진 시계열 데이터를 FNN 알고

리즘을 이용하여 최소차원의 embedding dimension

을 결정하고 재구성된 위상공간을 구성하였다. 마지

막으로 파라미터 변화에 대한 Lyapunov exponent를 

계산하고 그에 상응하는 unthresholded recurrence 

plot을 추출하였다. 이를 기준으로 labeling을 정의하

였으며, CNN 기반의 분류를 수행하였다. 요약된 분

류절차는 Fig. 1에서 보여준다.

최근 CNN을 활용한 이미지 분류는 인간의 인지능

력을 초월하는 정교한 모델들이 개발되었다. 이 연구
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의 목적은 고차원적의 비선형 신호를 CNN을 활용하

여 분류가 가능하다는 것을 보여주는 것에 있다. 따

라서 CNN 모델을 2단계의 구조로 단순하게 구성하

였고, 각 단계에서는 convolution, 활성화 및 풀링 레

이어가 포함된다. 제안된 모델은 각 단계에서 32-3×3 

필터, 64-3×3 필터가 있는 2개의 convolution 레이어

로 구성되었다. 또한 풀링 크기는 2×2의 2개의 최대 

풀링 레이어가 사용되었다. 두 개의 convolution 레이

어를 거쳐 특성 맵은 열벡터로 평평해지고 이미지의 

지배적인 특징을 구분하여 2가지 유형의 신호에 대해 

완전 연결 레이어로 분류되었다. 출력 값의 활성 함

수는 softmax가 사용되었다.

다이나믹 시스템의 반복 특성을 표현하기 위해 

200×200 픽셀의 이미지를 사용하였다. 사용된 CNN 

모델은 Table 1에서 보여준다.  

Convolutional 레이어의 활성함수는 ReLU함수를 

사용하였으며, 앞서 언급했듯이 반복특성이 매우 짧

은 구간에서 발생할 수 있기 때문에 필터 사이즈를 

작게 설정하였고, stride도 1로 설정하였다. 최적화 방

법은 빠른 수렴을 위해 경사 하강법 기반의 Adam 

optimizer를 사용하였다. 초기 가중치의 설정은 매우 

중요한 문제 중 하나이다. 초기 가중치 설정은 많은 

방법이 있지만 ReLU함수에 가장 잘 대응되는 He 가

우시안 초기화 방법을 사용하였다(23~25). 

2.3 결과

Rossler 시스템에서 파라미터나 초기 조건의 미소변

화는 system의 상태변화를 야기한다. 카오스 분류를 위

해 사용된 기준 파라미터는 a = 0.3, b = 0.3, c = 7이다. 

Fig. 2는 기준모델과 c = 5.5에 대한 Rossler 시스템

Fig. 1 Proposed methodology
Fig. 2 Time series of a Lorenz system with respect 

to each parameter

Table 1 CNN model

Layer Output shape Param #

 Conv2d (None, 200, 200, 32) 896

Batch_normalization (None, 200, 200, 32) 128

Max_pooling2d (None, 100, 100, 32) 0

Dropout (None, 100, 100, 32) 0

Conv2d_1 (None, 100, 100, 64) 18 496

Batch_normalization_1 (None, 100, 100, 64) 256

Max_pooling2d_1 (None, 50, 50, 64) 0

Dropout_1 (None, 50, 50, 64) 0

Flatten (None, 160000) 0

Dense (None, 256) 40 960 256

Batch_normalization_2 (None, 256) 1024

Dropout_2 (None, 256) 0

Dense_1 (None, 2) 514
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의 시계열데이터를 보여주며, 미소한 파라미터의 변

화로 시계열 데이터의 상태가 크게 변화되었다. 따라

서 더 큰 파라미터의 변화는 시스템의 상태를 완전히 

변화시킬 수 있음을 암시한다. 즉, 카오스와 비카오스 

신호는 파라미터 변화에 의해 발현될 수 있다. Fig. 2

에 상응하는 해의 궤적은 Fig. 3에서 보듯이 위상공간

에서 표현될 수 있다.  

기준 모델은 Rossler 시스템의 대표적인 카오스 형태

이며, c = 5.5는 period 1을 나타낸다. 각 파라미터에 해

당하는 Lyapunov 지수를 수학적으로 정량화하기 위해 

식 (7)의 iterative 접근법을 통해 정량화하였다. 또한 시

스템의 위상공간을 2차원에서 표현하여 period 차원을 

보기 쉽게 가시화하였다. 결과는 Fig. 4에서 보여준다. 

Fig. 4에서 보듯이 5.5c = 일 때, Lyapunov ex-

ponent는 1 2, 3( , ) (0, , )λ λ λ = − − 으로 계산된다. 이는 sta-

ble limit cycle을 의미하며, 해의 궤적에서 2차원 위

상공간에 period 1 limit cycle로 형성된다. 

반면에 c = 7일 때, Lyapunov exponent는 

1 2, 3( , ) ( ,0, )λ λ λ = + − 으로 계산된다. 이는 strange at-

tractor를 나타내며, 2차원 위상공간에서 비 주기적이

지만 일정의 제한을 갖는 해의 움직임으로 표현된다. 

미소한 파라미터의 차이는 카오스를 발현시키며, 이

를 정량적으로 나타내기 위해 파라미터 c에 대해 

Largest Lyapunov exponent를 계산하였다. 또한 해

의 움직임을 보다 가시적으로 표현하기 위해 bifurca-

tion diagram을 표현하였다. 결과는 Fig. 5에서 보여

준다. 

3차원 위상 공간에서 attractor는 4가지 타입으로 

존재한다. Stable fixed point, stable limit cycle, sta-

ble 2-torus, 카오스(strange attractor)로 각각의 동적

인 특성이 존재한다. 그러나 이 연구에서는 오직 카

오스와 카오스를 만들어 내지 않는 신호만 분류하기 

때문에 카오스를 제외한 나머지 타입의 특성은 고려

하지 않고 구성하였다. 이론적으로 정량화된 각 파라

미터에 대한 다이나믹 특성의 가시화를 위해 시계열 

데이터에 대해 식 (9), (12)를 이용하여 최소 embed-

ding dimension으로 확장하였다. 즉, 각 파라미터에 

대한 자기교차를 판별하였다. 각 파라미터에서 결정

된 최소 embedding dimension은 Fig. 6에서 보여준

다. Fig. 6(a)는 c = 7에서 FNN을 보여주며, Fig. 6(b)

는 파라미터 c의 변화에 대한 최소 embedding di-

mension을 보여준다. 

 

Fig. 3 Phase portrait of a Rossler system with re-
spect to each parameter

Fig. 4 Lyapunov exponent and 2D phase portrait 
with respect to each parameter

(a) Bifurcation diagram

(b) Lyapunov exponent

Fig. 5 Quantitative chaotic analysis for nonlinear signal
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최소 embedding dimension은 각 구간의 기울기를 

구하여 최소 기울기를 나타내는 최초의 차원으로 정

의하였다. 각 파라미터에 상응하는 최소 차원을 결정

하여 식 (9)를 통해 시스템의 해는 재구성되었다. 식 

(13)의 재구성된 해의 노름만을 통해 unthresholded 

recurrence plot을 표현하였다. Fig. 7은 표현된 re-

currence plot의 대표적인 이미지를 나타냈다. 

unthresholded recurrence plot의 (a)와 (b)는 카오

스이며, (c)와 (d)는 카오스를 만들어 내지 않는 신호

이다. (a)와 (c)의 경우 사람이 특징을 인지하여 구분 

지을 수 있지만, b와 d는 사람의 인지능력을 통해 분

류하기 난해하다. 따라서 파라미터에 대한 un-

thresholded recurrence plot를 표현하고 데이터셋을 

구성하였다. 

데이터셋은 80 %의 학습(training)데이터와 20 %의 

실험(test)데이터로 구분하고 학습데이터 내에서 20 %

의 검증(validation)데이터를 다시 분할하였다. 학습에 

사용된 분할 데이터 샘플은 Table 2에 정리하였다. 여

기서 실험데이터는 학습에 사용하지 않은 데이터셋이

다. 또한 각 Lyapunov exponent 증가에 따라 데이터

가 생성되기 때문에 데이터셋이 순차적으로 생성된

다. 따라서 데이터셋 셔플을 통해 일률적 데이터에 

의한 오류를 제거하였다. 

카오스 신호의 분류는 제안된 CNN 모델을 이용하

여 학습이 수행되었다. 2560개에 대한 학습 데이터 

샘플에서 카오스의 특성을 찾고 동시에 각 에폭에서 

640개의 데이터 샘플을 통해 검증되었다. 그 이후 훈

련된 CNN 모델에 800개의 샘플데이터에 대해 테스

트를 수행하였다. 결과는 Fig. 8에서 보여준다. 배치 

사이즈는 10으로 설정하였으며, 최적화 함수의 learn-

ing rate는 0.0001로 설정하였다. Fig. 8(a), (b)에서 

보면 초기부터 정확도 및 loss가 안정화되고 학습된 

모델은 100 에폭에서 약 99 % 정확성을 얻었다. 이후 

학습에 사용되지 않은 800개의 실험 샘플에 대해 

(a) Chaos 1 (b) Chaos 2

(c) Non chaos 1 (d) Non chaos 2

Fig. 7 Unthresholded recurrence plot

(a) FNN for c=7 

(b) Minimum embedding dimension for
parameter c (1~10)

Fig. 6 Minimum embedding dimension of a Rossler 
system 

Table 2 Dataset samples

Data Number of samples Percentage

Training 2560 64 %

Validation 640 16 %

Testing 800 20 %
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99.7 %의 정확성을 가지고 분류하였다. 

Fig. 9는 초기 가중치에 의해 설정된 첫 번째 con-

volution 레이어의 필터 맵을 보여준다. 각 이미지는 

필터 맵과 convolution을 거쳐 이미지의 특성을 추출

한다. 추출된 첫 번째 convolution 레이어의 특징 맵

은 Fig. 10에 표현하였다. 공백과 같이 표현된 맵은 

해당 필터에서 이미지의 특성이 추출되지 않음을 의

미한다. 카오스 이미지의 특성 맵을 보면 un-

thresholded recurrence plot의 카오스 특성은 CNN을 

통해 높은 정확도로 추정이 가능한 것으로 예측된다. 

3. 결  론

이 논문은 Lyapunov exponent를 이용하여 결정론

적 역학계에서 카오스 신호를 결정하고, 반복 특성을 

기반으로 가시화하는 방법론을 제안하였다. 또한 제안

된 간단한 CNN 모델을 이용하여 카오스 특성을 분류

하였다. 이를 통해 다음과 같은 결론에 도달하였다.

(1) 시스템 파라미터의 미소 변화에 의해 카오스현

상은 나타날 수 있고, 이론적 반복 특성을 고려하여 

카오스 특성의 이미지 가시화가 가능하다.

(2) 제안된 카오스 이미지는 사람의 인지능력으로 

정확하게 분류하기 어렵고, 이론적 방법을 통한 분류

는 매우 긴 연산 시간을 필요로 한다.  

(3) 반면에 CNN 모델을 활용한 방법론은 비교적 

단순한 모델임에도 99 %이상의 높은 수준으로 카오

스 특성을 분류하였으며, 학습된 모델에 800개의 이

(a) Accuracy

(b) Loss

Fig. 8 Minimum embedding dimension of a Rossler 
system 

Fig. 9 Filter map for the first convolutional layer

 

Fig. 10 Feature map of the first convolutional layer 
for the chaos image
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미지에서 수초 이내의 빠른 분류가 가능하다. 

향후 추가적인 불확실성 등을 고려한 다이나믹 모

델을 개발하여 다양한 조건에서 진동 및 고장 신호 

분류에 대해 연구할 예정이다. 
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