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1. 서  론

회전각도 또는 회전속도를 제어하는 회전서보제어

계에는 구동원의 토크를 부하에 직접 전달하는 직접

구동방식과 구동원과 부하 중간에 구동에너지 전달장

치를 통해 전달하는 간접구동방식으로 나눌 수 있다. 
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ABSTRACT

This study focuses on the stability of feedback control for rotating servo systems driven by a 
flexible gear train. In servo drive systems where the load is connected to the driving motor through 
a flexible shaft that has insufficient stiffness, unwanted mechanical vibration can occur. This mechan-
ical vibration can reduce the control performance. To suppress this mechanical vibration, state feed-
back controls or cascade PI(proportional-integral) controls have been proposed. However, the state 
feedback control is cumbersome to be applied to the design; moreover, a PI-based cascade control 
cannot ensure stability. In this study, as an internal damping control, a simple feedback control based 
on the relative position or relative speed between the driving motor and load is proposed, and their 
stability conditions are derived. The feasibility of the proposed method is verified through simulation 
examples.
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정밀한 제어 성능을 달성하기 위해서는 직접구동방식

이 제일 적합하나, 부하를 직접 구동해야 되므로 구

동원의 출력용량이 상대적으로 커야 되는 단점이 있

다. 반면 간접구동방식에서는 일반적으로 구동원 출

력을 증폭시켜 부하에 전달하므로 상대적으로 작은 

용량의 구동원을 사용할 수 있는 장점이 있다. 간접

구동방식에서 사용하는 대표적인 동력전달장치는 기

어 또는 다수의 기어가 결합된 기어열(gear train)을 

들 수 있다. 하지만 기어 또는 기어열의 대표적인 단

점으로는 백래시, 마찰과 아울러 기어축의 유한한 강

성에 의한 제어계의 불안정성을 들 수 있다. 기어축

의 강성은 제어 측면에서 클수록 유리하나, 강성을 

높이기 위해서는 기어 또는 기어열의 부피와 질량이 

커지는 단점이 있다.
기어축의 강성에 의한 제어 시스템의 저감쇠 진동

은 제어시스템의 제어성능을 저하시킬 수 있으며, 불
안정성을 유발하기도 한다. 이 문제를 완화하기 위해 

진동발생을 억제하거나, 제어를 통해 댐핑을 부여하

는 방법이 많이 이용되고 있다(1~5).
진동 발생을 억제시키는 방법으로는 기준입력을 

세이핑(input shaping)하거나 필터를 이용하여 공진

주파수 진동모드를 가진하지 않도록 하는 방법이 

있다. 필터링 방법은 측정 센서 신호에 공진주파수

에 해당하는 신호를 제거하기 위한 저역통과필터

(low pass filter), 또는 노치필터(notch filter)를 사

용하는 방법을 들 수 있다. 하지만 저역통과필터는 

공진주파수가 폐회로시스템 대역폭의 3배 ~ 10배 

이상이 되어야 유용하게 사용할 수 있으며, 노치필

터는 공진주파수를 정확하게 알아야 좋은 성능을 

기대할 수 있다(6). 하지만 구동부 내에 저감쇠의 진

동 모드가 내재되어 있으므로 필터를 사용하는 수

동적인 방법보다는 제어에 의해 이 진동 모드에 감

쇠를 부여하는 방법이 시스템 안정성과 응답성능에 

더 유리하다.
제어에 의한 진동 감쇠 방법으로는 기어열을 구성

하는 각 기어의 회전각이나 회전속도를 측정하여 되

먹임제어함으로써 진동모드에 감쇠를 부여하는 방법

을 들 수 있다. 하지만 이 경우 각 기어의 운동을 측

정해야 하는 부담이 있다. 따라서 구동축 강성을 고

려한 대부분의 서보제어 연구에서는 전체 시스템의 

모델을 모터와 부하의 관성과 둘 사이에 강성이 존

재하는 이질량계(two-mass-system)로 단순화하고, 

이 모델을 기준으로 제어기를 설계하는 방법이 일반

적이다(7~12). 
제어기로는 내부의 PI-전류제어루프와 외부의 위

치나 속도의 PI-제어를 적용하는 다단제어(cascade 
control)가 많이 이용되고 있으며, 진동의 감쇠를 위

해 추가적으로 모터와 부하의 속도, 가속도, 전달 토

크 등을 되먹임제어하는 방법이 이용되고 있다(1,7).
하지만 다자유도 진동모드를 갖는 다단 기어열을 

이용하는 시스템의 경우 2-자유도 진동계로 단순화

하여 제어기를 설계할 경우 진동모드의 특성에 의해 

PI-제어 기반 다단제어와 추가적 감쇠제어를 적용할 

때 진동모드의 특성에 따라 시스템의 불안정성이 나

타날 수 있다(8,12).
이 연구에서는 유연강성을 갖는 기어열을 동력전

달장치로 사용하는 경우 구동부와 부하의 상대적 진

동을 측정하여 추가적 되먹임제어를 할 경우 진동모

드에 따른 안정성을 해석하며, 안정할 조건을 제시

한다.

2. 다자유도 구동 모델

Fig. 1과 같이 모터의 구동 토크가 기어트레인을 

통해 부하에 전달되는 구동시스템을 고려한다. 기어

트레인은 다단의 기어열로 구성되며, 기어축은 비틀

림 강성을 갖는다.
Fig. 1에서  은 구동모터의 회전관성, 은 

부하의 회전관성이며, , 는 각각  -번째 기어열

의 입력기어와 출력기어의 회전관성이다. 입력기어는 

Fig. 1 Schematic of gear train driving system
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구동모터에 가까운 기어를, 출력기어는 부하에 가까운

 ,   = 1, 2, .., 은 각 단의 기어비이며, 맞물린 기어 간 
의 기어비이다. 은 모터의 구동토크이다.  은 

모터의 회전각, 은 부하의 회전각이며, ,   = 1, 2, .., 
은 -번째 기어열의 입력기어 회전각이다.

2.1 운동방정식 

이 구동계의 운동에너지와 위치에너지의 합 E는 

식(1)과 같다.

( )2 2 2
,2

1

1 1
2 2

n

i i L n n L
i

E J J N Jθ θ
=

= + +  

( ) ( )
1

2 2
1

1

1 1
2 2

n

i i i i n n n L
i

k N k Nθ θ θ θ
−

+
=

+ − + − (1)

여기서
1

2
,1 1 1,2, 2, 3, ...,

m

i i i i

J J

J J N J i n− −

=
 = + =

이다.

식 (1)에서 계의 운동방정식은 식 (2)와 같다.

{ } mJ x K x B T+ =      
 

 (2)

여기서  는 관성행렬,  는 강성행렬이며  는 

입력벡터, x

는 변수벡터로 다음과 같다.

 2
2 ,2. .m n L n nJ diag J J J J N J = +    

 

1 1 1 1 1

2
2 1 1 1 1

2
1 1

0
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0
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−
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 = −  
  = − + −  

  = − 

 

  

 

1 1.. ..T T T T
j nK k k k + =      

[ ]2

1 0

.....

T
n

T
m n L

B

x θ θ θ θ

=      

=



(3)

여기서 는 대각행렬(diagonal matrix), 0 i


는 

요소가 모두 0인 -차 행벡터(row vector)이다. 식 (3)의 

강성행렬을 구성하는 행벡터가 식 (4)의 관계를 갖게 

된다.

1 2 1 1 2 3( (...( ( ) )..... )n n nN N N N k k k k− + + +
   

1 0nk ++ =


(4)

그 결과 이 시스템이 반한정계(semi-definite sys-
tem)임을 알 수 있으며, 따라서 고유치가 0인 모드, 
즉 모터-기어트레인의 각 기어-부하가 정해진 기어비

의 관계 만족하며 상대적 진동이 없이 회전하는 모드

가 존재함을 확인할 수 있다. 이 모드의 고유벡터

(eigen-vector)는 다음과 같다.

2 1

3 1 2

1 2 1

1
1/

1 /
. .

1 / .....
1 /

m

n n

L

N
N N

N N N
N

θ
θ
θ

θ
θ

−

   
   
   
   

=   
   
   
   

     

(5)

여기서 N= N1N2·····Nn-1Nn이다.
식 (2)의 진동계에서 모드해석을 통해 고유치

(eigen-value)와 해당 고유벡터 및 고유벡터로 구성되

는 고유행렬(modal matrix)을 구할 수 있다. 단, 모든 

고유치는 서로 다른 것으로 가정한다. 이 가정은 실

제 진동계에서 일반적인 가정이다.
고유치를  ,  = 1, 2, .., +1라 하고, 고유치의 순

서는 <  < ..... < 으로 가정한다. 단, = 0.
각 고유치에 해당하는 질량 정규화(normalized)된 

고유벡터를  iu


,  = 1, 2, .., +1라 하고, 이 고유벡터

로 구성된 고유행렬을 식 (6)으로 정의된  라 하자.

 1 2 1[ ] ..... n nU u u u u +=      
  (6)

여기서 { } ,1 ,2 , , 1...T
i i i i n i nu u u u u + =  

이다.
  식 (6)의 고유행렬을 이용하여 식 (7)과 같이 좌표

변환을 할 수 있다.

[ ]x U q=
 

  (7)

여기서 [ ]1 2 1...T
nq q q q +=


는 주좌표계이다.

식 (2)와 (7)의 관계를 적용하여 다시 쓰면 식 (8)을 

얻을 수 있다.

{ }[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]T T T
mU J U q U K U q U B T+ =      

  (8)

고유행렬의 직교성 및 정규화 특성에 따라 식 (8)은 
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연성이 없는 각 모드의 독립된 +1개의 운동방정식

을 얻게 되고, 이를 라프라스 변환하면 다음으로 정리

된다.

,1
2( ) ( ), , 1, 2, ..., 1i

i i m i
i

u
Q s RT s R i n

s λ
= = = +

+
(9)

여기서 와 는 각각  와 의 라

프라스 변환이다.

2.2 구동계 진동제어 

Fig. 1의 구동계는 +1개의 진동모드가 존재하므

로 이를 무시하고 부하를 제어할 경우 심한 진동이 

발생하거나 불안정해질 수 있다. 따라서 부하의 운동 

제어를 위해 기어트레인의 강성에 의한 진동 안정화

가 필요하다.
이 연구에서는 구동계의 진동 안정화를 위해 식 (10)

과 같이 모터와 부하의 상대적인 운동만을 이용하여 

모터의 구동 토크를 제어하는 경우를 고려한다.

{ }( )( ) ( ) ( )
( )

c
m m L

c

N sT s s N s
D s

μ θ θ= − −  (10)

여기서 는 제어기 전달함수이며, 

와 는 각각 일계수다항식(monic polynomial)
이고, 는 제어기 이득, 는 라프라스 연산자이다.

식 (10)의 제어기는 모터와 부하의 회전각 또는 각

속도를 측정하여 되먹임하는 구조이다. 기어트레인 

내부 기어의 회전각이나 각속도를 측정하여 제어에 

적용하는 것은 실제적으로 제한이 많은 데 비해, 이 

제어기는 모터와 부하의 운동만을 측정하면 되므로 

구현이 용이하다. 
제어기에서 부하의 회전각에 총기어비  을 곱한 

이유는 기하학적 모드(모터-기어열-부하가 정해진 기

어비로 상대적 진동 없이 회전하는 고유진동수가 0인 

운동 모드, 첫 번째 모드)는 제어에 영향을 받지 않도

록 하기 위함이다.

{ }

{ }

1

,1
1
1

, 1
1

( )( ) ( ) ( )
( )

( )( ) ( ) ( )
( )

n
c

m i i m L
c i

n
c

L i n i m L
c i

N ss u R s N s
D s

N ss u R s N s
D s

θ μ θ θ

θ μ θ θ

+

=
+

+
=


 = − −




= − −





(11)

식 (9)와 (10)을 적용하여 식 (11)의 모터와 부하의 

폐회로 응답을 구할 수 있으며, 이 때 폐회로의 특성

방정식은 식 (12)와 같다.

{ },1 , 1
( )( ) 1
( )

c
i i n

c

N sP s W NW
D s

μ += + −  (12)

여기서 Wi,1과 Wi,n+1은 다음과 같다.

1 1

,1 ,1 , 1 , 1
1 1

,
n n

i i i i n i n i
i i

W u R W u R
+ +

+ +
= =

= =   (13)

정리 1. Fig. 1 또는 식 (2)의 운동방정식을 갖는 시스

템에서 식 (10)의 제어를 적용할 경우 기하학적 모드를 

제외한 폐회로 응답은 다음 식 (14)를 만족하면 제어

이득  ∈ (0, )의 범위에서 점근안정성(asymptotic 
stability)을 만족한다.

( ){ },1 ,1 , 1
( )Re 0,
( )

k

c
k k k n

c s j

N sj u u Nu
D s ω

+
=

 
 − <
 
 

2, ..., 1k n= + (14)

여기서 Re는 복소수 의 실수부를 의미하며,
   , 은 0 < 가 증가함에 따른 폐회로의 

극궤적 중 허수축과 처음 교차하는 근궤적이 발생할 

때의 값을 의미한다.

증명 1. 식 (12)의 폐회로 특성방정식에서 제어기 이

득 가 미소값 를 가질 경우 1 < -번째 폐회로 

극점(± )이 미소 이동을 하게 되고, 이 미소 이동

한 극점을 ± = ±  + ± ,  > 0라 하면 특성

방정식 식 (12)는 다음과 같이 쓸 수 있다.

( ),1 ,1 , 1( )1 0,
( ) 2

k

k k k nc

c k ks j

u u NuN s
D s j sω

μ
ω

+

±=±

−
+ Δ =

± Δ

2, ..., 1k n= + (15)

여기서    이다.
식 (15)에서 제어기 이득의 미소변화와 -번째 폐

회로 극점의 변화의 관계는 식 (16)과 같다.
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( ),1 ,1 , 1( ) ,
( ) 2

k

k k k nk c

c ks j

u u Nus N sj
D s ωμ ω

+±

=±

 −Δ  = ±  Δ   

2, ..., 1k n= + (16.1)

식 (16.1)에서 와 는 실수축에 대칭이므

로, 식 (16.1)은 (16.2)로 단순화할 수 있다.

( ),1 ,1 , 1( ) ,
( ) 2

k

k k k nk c

c ks j

u u Nus N sj
D s ωμ ω

+

=

 −Δ  =  Δ   

2, ..., 1k n= + (16.2)

따라서 폐회로 극점이 라프라스 평면의 좌평면으로 
이동하여 안정화될 조건은 식 (14)와 같다. 

식 (14)는 연속계에서의 안정성 조건(13)에 대응되는 
이산계에서의 조건에 해당한다.

주 1. 

    = 0을 만족하는 -번째 모드는 제어

에 의한 영향을 받지 않으므로 가제어성(controllability)
을 만족하지 못한다. 식 (5)에서     = 0이

므로 첫 번째 모드는 가제어성을 만족하지 못하며, 폐
회로 극점은 제어기 전달함수에 관계없이 원점에서 

변화가 없다.

주 2. 

식 (14)를 만족하지 못하는 경우 폐회로의 극점은 

이득이 증가하면서 불안정 영역으로 이동하며, 더 증

가할 경우 전방경로전달함수의 극점과 영점의 위치

에 따라 일부의 극점이 안정 영역으로 이동할 수는 

있다. 
식 (10)은 모든 형태의 제어기를 포함하지만, 이 

제어는 기어열 강성에 의한 진동의 감쇠를 목적으로 

하므로 가장 일반적인 제어기로 비례제어와 미분제어

를 들 수 있다. 
아래의 주는 비례와 미분제어를 적용한 경우 각각에 

대한 폐회로 안정성 분석이다.

주 3.1 강성제어(비례제어)

식 (10)의 제어기가 식 (17)과 같이 모터와 기어비를 

고려한 부하 회전각의 차이에 비례하는 강성제어인 

경우를 고려한다.

{ }1( ) ( ) ( )m LT s K s N sθ θ= − −  (17)

식 (16.2)에서 제어기 이득이  = 일 때 폐회로 

극점의 미소 변화는 식 (18)과 같다.

( ),1 ,1 , 1
1 ,

2
k

k k k n
k

s j u u Nu
k ω +

Δ = −
Δ

2, ..., 1k n= + (18)

따라서 폐회로 극점은 허수축을 따라 이동을 시작

하며, 다음 식을 만족할 경우 폐회로 극점은 제어기 

이득의 증가에 따라 고유진동수가 증가하는 방향으로 

이동한다.

( ),1 ,1 , 1 0, 2, .., 1k k k nu u Nu k n+− > = +  (19)

부록 A의 근궤적 분석의 결과와 같이 식 (19)를 

만족하면 개회로의 영점은 두 극점 사이에 존재하게 

된다. 따라서 폐회로 극점은 제어이득의 증가에 따

라 허수축을 따라 원점에서 멀어지는 방향으로 이동

하여 두 극점 사이에 존재하는 영점으로 접근하게 

된다.
만일    = 0인 -번째 모드가 존재하면 

이 모드는 제어 이득에 관계없으며, 폐회로 극점은 원

래의 위치에서 변화가 없다.
만일 (   ) < 0인 -번째 모드가 존

재하면, 이 모드는 고유진동수가 감소하게 된다. 따라

서 고유진동수가 증가하는 모드와 감소하는 모드가 

존재하면 두 폐회로 극점은 허수축에서 만나게 된다. 
이 때의 제어이득을 라 하면,  < 의 이득 범위

에서 극점은 라프라스 평면의 좌측과 우측으로 분리 

이동하게 되어 폐회로가 불안정하게 된다. 
정리하면 식 (17)의 제어기를 적용했을 때 모든 고

유벡터가 식 (19)를 만족하면 폐회로의 모든 극점은 

고유진동수가 증가하는 방향으로 이동하며, 따라서 강

성이 증가하게 된다. 반대로 식 (19)를 만족하지 못하

는 모드가 존재할 경우에는 폐회로 안정성을 보장하

지 못한다. 단, 첫 번째 모드의 극점은 원점에서 변화

가 없다.
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주 3.2 댐핑제어(미분제어)

식 (10)의 제어기가 식 (20)과 같이 모터와 기어비

를 고려한 부하의 각속도 차이에 비례하는 댐핑제어

인 경우를 고려한다.

{ }1( ) ( ) ( )m LT s Cs s N sθ θ= − − (20)

식 (16)에서 제어기 이득이  = 일 때 폐회로 

극점의 미소 변화는 식 (21)과 같다.

( ),1 ,1 , 1
1 ,
2

k
k k k n

s u u Nu
c +

Δ = − −
Δ

2, ..., 1k n= + (21)

이에 따라 점근안정성 조건은 식 (19)와 같다. 따

라서 모든 모드(첫 번째 모드 제외)가 식 (19)를 만족

하면 폐회로 극점은 허수축에서 라프라스 평면의 좌

평면으로 이동하게 된다.
부록 A의 근궤적 분석의 결과와 같이 식 (19)를 만

족하면 개회로의 영점은 두 극점 사이에 존재하므로, 
제어이득이 커짐에 따라 근궤적은 허수축에서 출발

하여 라프라스 좌평면으로 이동하고 이득이 무한대

가 되면 허수축에 있는 개회로 영점에 접근하게 된

다. 즉, 진동모드에 감쇠가 발생하게 된다.
앞에서와 같이   = 0인 -번째 모드는 

폐회로 제어이득과 관계없이 극점 위치 변화가 없으

며, ( ) < 0인 -번째 모드는 제어이

득의 증가에 따라 라프라스 평면의 우측으로 이동하

게 되어 폐회로가 불안정해진다.

주 3.3 댐핑+강성제어

식 (10)의 제어기가 식 (22)와 같이 앞의 댐핑제어

와 강성제어를 모두 포함하는 경우를 고려한다.

{ }1( ) ( ) ( ) ( )m LT s Cs K s N sθ θ= − + − (22)

식 (19)를 만족하면 모든 모드의 댐핑과 강성을 증

가시킬 수 있다.
식 (19)는 모터와 부하가 서로 반대 방향으로 회전

하는 이상(out of phase) 모드인 경우는 자동으로 만

족하며, 동일방향으로 회전하는 동상(in phase) 모드

일 경우 조건 만족 여부가 중요하다.
앞의 분석에 근거하여 다음의 케이스 분석을 제시한다.

케이스 1. 1-단 기어

Fig. 2와 같은 1-단 기어 구동계를 고려한다. 이 구

동계의 운동방정식은 식 (23)과 같다.

10
0
m

Leq L

J
J

θ
θ

    
   
      





1 1 1 1
2

1 1 1 1

1
0 m

L

k N k
T

N k N k
θ
θ

−     
+ =     −     

(23)

여기서 
2
1 1,2Leq LJ J N J= + 이다.

모드해석을 통한 고유치와 고유벡터는 식 (24)와 

같다.

2
1

1 2 1
( )

0, Leq m

m Leq

J N J
k

J J
λ λ

+
= = (24.1)

1
1 2 1,

1
1

Leq

m

J
N

u u N J
 

−   = =   
   

 
 

(24.2)

식 (19)를  = 1,  = 2일 때 나누어 쓰면 식 (25)와 

같다.

( )

( )

11 11 1 12
2 2

1
21 21 1 22 2 2

1

0

0Leq m Leq

m

u u N u

J N J J
u u N u

N J

 − =


+
− = >


(25)

따라서 이 구동계는 식 (22)의 제어를 적용하면 변

화가 없는 첫 번째의 기하학적 모드( = 1)와 감쇠와 

강성이 증가한 안정한 두 번째 모드가 존재하므로 안

정화가 가능하다.
이는 앞의 논의에서와 같이 두 번째 진동 모드에서 

모터와 부하가 서로 이상(out of phase) 진동이므로 

당연히 만족하게 된다.

케이스 2. 2-단 기어

Fig. 3과 같은 2-단 기어 구동계를 고려한다. 이 구

동계의 운동방정식은 식 (26)과 같다.

1 1

22

1
0
0

m

LL

J K T
θ θ

θθ
θθ

     
      + =           
         







(26)
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Fig. 2 Schematic of single stage gear driving system

식 (26)에서  는 관성행렬,  는 강성행렬이며 다

음과 같다.

 2m LeqJ diag J J J =    

1 1 1
2

1 1 2 1 1 2 2
2

2 2 2 2

0

0

k N k

K N k k N k N k

N k N k

− 
 

= − + −    
 − 

(27)

2
2 2,1 1 1,2J J N J= +

2
2 2,2Leq LJ J N J= +

이 구동계에서 모드해석을 통해 고유값과 고유벡

터를 해석적으로 구하는 것은 쉽지 않겠지만, 강성행

렬의 특징에서 첫 번째 모드는 기하학적모드임을 알 

수 있다. 즉 식 (28)과 같이 표현할 수 있다.

{ }
1

1 1 2 1

0

1 Tu N N N

λ =


= 

(28)

또한 기하학적모드를 제외한 진동 모드의 고유벡터를 

 { }1 2 3
Tu u u u=


라 하면 그 관계는 다음과 같다.

( )
1 2 1 2 2 2 3

1 1 1 1 2

0

0
m Leq

m

N N J u N J u J u

k J u N k uλ
+ + =

 − − =
(29)

식 (29)를 적용하여 다음 관계를 유도할 수 있다.

( )1 1 3u u Nu− =

( ){ }2
2 2 21 1
2 2 2 2 1 1m Leq m

Leq

N k N J J J N J N J k
J

λ − − + +  

   (30)

따라서 식 (19)와 식 (22)에서 강성과 댐핑제어

를 적용하여 안정화시키기 위해서는 식 (30)이 양

이 되어야 하며, 고유치가 다음 식 (31)을 만족해야 

한다.

Fig. 3 Schematic of 2-stage gear driving system

Fig. 4 Schematic of linear driving system

( )2 2
2 2 1

12
2 2

Leq m

m

J N J N J
k b

N J J
λ

+ +
< ≡ (31)

2-번째와 3-번째 고유치가 식 (31)을 만족하기 위한 

조건은 부록 B의 유도를 통해 다음과 같다.

2
1 2 2Leq mJ k J N k> (32)

3-단 이상의 기어구동계에서는 식 (19)를 만족하는 

구동계 파라미터의 해석적인 관계를 구하기가 쉽지 

않다. 이 경우 수치해석적 모드해석을 통해 안정성 

여부를 확인할 수 있다.
결론적으로 다단의 기어트레인을 이용한 기어구동

계에서 기어트레인의 진동문제를 피하고 제어하는 

방법으로 식 (10) 형태의 제어기 구조를 적용할 수 

있다. 단, 이 때는 제어기와 구동계 동특성이 식 (14)
의 안정화 조건을 만족해야 된다.

지금까지 분석은 회전 서보제어계를 대상으로 하

였으나, 이 결과는 Fig. 4와 같은 직선 서보제어계에

도 적용할 수 있다.
Fig. 4의 (+1)-차의 직선운동계의 운동방정식은 

식 (33)과 같다.

{ } cM x K x B f+ =      
 

  (33)

여기서  은 질량행렬,  는 강성행렬이며  는 
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입력벡터, x

는 변수벡터로 식 (34)와 같다.

 [ ]

[ ]

1 2

1 1

1 1 2 2

1 1

1 2

. .

0 .. 0
.. 0

. . . .. ..

. . . .. ..
0 0
0 0 0

1 0

.....

n L

n n n n

n n
T

n
T

n L

J diag m m m m

k k
k k k k

K

k k k k
k k

B

x x x x x

− −

=  
− 

 − + − 
 

=    
 
 − + −
 

−  

=      

=



(34)

여기서 는 대각행렬(diagonal matrix)이다.
식 (34)의 운동방정식은 식 (2), (3)의 운동방정식에서 

기어비를 모두  = 1,  = 1, .., 로 한 경우와 일치

한다. 따라서 결과도 유사하다. 즉, 식 (33)의 구동제

어계에서 진동 안정화를 위해 식 (35)의 제어입력을 

적용할 경우다.

{ }1
( )( ) ( ) ( )
( )

c
c L

c

N sF s x s x s
D s

μ= − − (35)

이 식에서 사용한 기호의 정의는 식 (10)과 동일하다.

정리 2. Fig. 4 또는 식 (33), (34)의 운동방정식을 

갖는 시스템에서 식 (35)의 제어를 적용하면 기하학

적 모드를 제외한 폐회로 응답은 다음 식 (36)을 만

족하면 제어이득 ∈(0, )의 범위에서 점근안정성

(asymptotic stability)을 만족한다.

( ){ },1 ,1 , 1
( )Re 0,
( )

c
k k k n

c

N sj u u u
D s +

 
− < 

 

2, ..., 1k n= + (36)

여기서 Re는 복소수 의 실수부를 의미하며, 은 

0 < 가 증가함에 따른 폐회로의 근궤적 중 허수축과 

처음 교차하는 근궤적이 발생할 때의 값을 의미

한다.
식 (36)은 식 (14)에서  = 1을 대입한 결과에 해

당된다. 따라서 정리 2의 증명은 증명 1의 방법을 따

르면 용이하게 얻을 수 있다.
결론적으로 제어기가 댐핑제어와 강성제어를 모두 

포함하는 경우, 즉 식 (37)과 같다.

Fig. 5 Schematic of simplified gear driving system

  

{ }1( ) ( ) ( ) ( )c LF s Cs K x s x s= − + − (37)

다음 식 (38)을 만족하면 2번째 모드 이상의 모든 

모드에서 댐핑과 강성을 증가시킬 수 있다.

( ),1 ,1 , 1 0, 2, .., 1k k k nu u u k n+− > = + (38)

아울러 3-자유도 구동계에서 식 (38)을 만족하기 

위한 조건은 식 (39)와 같으며, 이 조건은 식 (32)와 

유사하다.

1 2L mm k m k>  (39)

2.3 기어트레인 모델 단순화 및 구동제어

식(10)의 제어는 구동계의 무감쇠 모드에 댐핑을 부여

하고 강성을 증가시킬 수 있는 제어이며, 부하의 위치나 속

도를 제어하기 위한 서보제어는 추가적으로 설계해야 된다.
이를 위한 방법으로, 주어진 시스템이 식 (14)의 

조건을 만족하며 기어열 기어의 회전관성이 상대적

으로 작은 Fig. 1의 구동계의 경우 Fig. 5와 같이 2-
자유도 2-질량계로 단순화하고, 2-질량계를 기준으로 

서보제어기를 설계할 수 있다. 이 설계 방법은 후속 

논문에서 제안할 예정이다.

3. 시뮬레이션 및 결과

앞에서 제안한 제어 알고리즘의 타당성을 검증하기 

위해 시뮬레이션을 실시하였으며, 직선운동계가 회전

운동계에 비해 상대적으로 설명이 용이하여 Fig. 4의 

직선운동계를 선정하였다. 
우선 식 (39)의 타당성 검증을 위해 간단한 3-자유

도 구동계를 대상으로 시뮬레이션을 하였다.
시뮬레이션에 사용한 계의 파라미터는 Table 1 같이

조건식 (39)를 만족하는 시스템 1과 만족하지 못하는 

시스템 2를 고려한다.
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System Parameters Note

1
   kg

   kg    kg

   Nm    Nm

 > 

2


  kg


  kg    kg


  Nm 

  Nm

 < 

Table 1 System parameters

 

시스템 1: 이 시스템은 식 (39)를 만족하므로, 조건

식 (40)을 만족한다. 이 시스템의 고유치와 해당 고유

벡터는 다음과 같다.

1 1

2 2

0, 0.209 0.209 0.209

122.9, 0.596 0.411 0.080

T

T

u

u

λ

λ

= =   

= = − −  




3 3149.7, 0.324 0.888 0.012 Tuλ = = − −  

(40)

식 (40)에서 첫 번째 모드를 제외한 나머지 고유벡

터는 식 (38)을 만족함을 확인할 수 있다.
이 시스템에 식 (37)의 제어를 적용한 경우를 분석

한다. Fig. 6은 미분제어 이득은  = 0이고 비례제어 

이득  가 영에서 무한대로 증가하는 경우 근궤적이

다. 개회로와 폐회로 모든 극점과 영점은 허수축에 

있다. 
첫 번째 모드의 극점 두 개는 원점에서 이동하지 

않  으며, 두 번째 극점은 영점으로, 세 번째 극점은 

무한대로 접근함을 알 수 있다. 즉, 이득  가 증가

함에 따라 고유진동수가 증가하게 된다.
Fig. 7은 비례제어 이득은  = 0이고, 미분제어 이

득  가 영에서 무한대로 증가하는 경우 근궤적이다.
이 경우도 Fig. 6과 같이 첫 번째 모드의 극점 두 개

는 원점에서 이동하지 않으며, 두 번째 극점과 세번째 

극점은 좌평면으로 이동을 시작하여 이득이 무한대가 

되면 원점에 있는 영점과 두 극점 사이에 존재하는 

영점으로 접근함을 알 수 있다. 즉, 이득  가 증가함

에 따라 댐핑이 발생하여 폐회로는 점근안정성을 만

족함을 알 수 있다. 

시스템 2: 이 시스템은 식 (39)를 만족하지 못하므로,
조건식 (38)을 만족하지 못한다. 이 시스템의 고유치

와 해당 고유벡터는 식 (41)과 같다.

Fig. 6 Roots locus as increasing P-gain  (case 1)

Fig. 7 Roots locus as increasing D-gain   (system 1)

1 1

2 2

0, 0.183 0.183 0.183

5.28, 0.253 0.081 0.172

T

T

u

u

λ

λ

= =   

= = − −  




3 322.72, 0.052 0.245 0.193 Tuλ = = −  

(41)

식 (41)에서 세 번째 모드의 고유벡터는 식 (38)을 

만족하지 못함을 확인할 수 있다.
시스템 1에서와 같이 식 (37)의 제어를 적용한 경우 

비례제어와 미분제어를 적용한 근궤적은 Fig. 8, Fig. 9
와 같다. Fig. 8에서 비례제어이득  의 증가에 따라 

두번째 극점은 증가하고 세번째 극점은 감소하여 만

나게 된다. 이 때의 이득이 이며, 이득이 더 증가하

면 하나는 좌평면, 나머지 하나는 우평면으로 이동하게 

된다. 이 후 근궤적 거동 형태는 Fig. 8과 유사하다. 따
라서 이득이 보다 크면 폐회로는 불안정해진다. 
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Fig. 8 Roots locus as increasing P-gain  (system 2)

Fig. 9 Roots locus as increasing D-gain   (system 2)

 

  Fig. 9는 미분제어 이득  의 증가에 따른 세 번째 

극점의 근궤적을 보인다. 이득  의 증가에 따라 극

점이 우평면으로 이동하므로 폐회로는 불안정해진다. 
Fig. 9에는 나타내지 않았지만 두 번째 모드의 극점의 

근궤적은 Fig. 7과 유사한 형태를 보이며, 점근안정성

을 만족함을 알 수 있다.

4. 결  론

구동원과 부하 사이에 동력전달 메커니즘을 사용

하는 간접구동방식에서 동력전달 메커니즘의 강성이 

폐회로의 대역폭에 비해 충분히 크지 않을 경우 폐

회로의 안정성과 제어 성능 보장을 위해서는 이 강성을 

고려한 제어기 설계가 필요하다.
이 논문에서는 다단의 기어열을 갖는 회전구동계

에서 모터와 부하의 상대적 운동을 되먹임제어하는 

경우의 폐회로 안정조건을 제시하였으며, 이 조건은 

직선운동계에도 동일하게 적용할 수 있음을 보였다. 
폐회로 안정조건의 타당성은 몇 가지 구동계를 대상

으로 시뮬레이션을 통해 검증하였다.
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부  록

부록 A. 근궤적 분석

식 (12)에서 폐회로의 특성방정식은 다음과 같다.

( )P s

 
( )1

,1 ,1 , 1
2

1

( )1 0
( )

n
i i i nc

c ii

u u NuN s
D s s

μ
λ

+
+

=

−
= + =

+ (a.1)

(i) 비례제어(


=  )일 경우 주파수함수는 

다음과 같다.

( ) 1 ( ) 0P KG jω ω= + =
( )1

,1 ,1 , 1
2

1

( ) ,
n

i i i n

ii

u u Nu
G jω

ω λ

+
+

=

−
=

− + 2, ..., 1k n= +

(a.2)

Fig. A1 Frequency function of G(jω) (3-dof case)

식 (a.2)의 개회로 주파수함수 는 실수이며,
분자가 다음 식 (a.3)을 만족하면, 

( ),1 ,1 , 1 0, 2, .., 1k k k nu u Nu k n+− > = + (a.3)

주파수함수는 Fig. A1과 같이 ‘ * ’로 표시된 개회로 
극점은 모두 허수축에 존재하고, ‘ o ’로 표시된 영점

은 인근 두 극점 사이에 존재하고, 마지막 하나는 무

한대에 있다.

(ii) 감쇠제어(


= )일 경우 주파수함수는

식 (a.4)와 같다.

 ( ) 1 ( ) 0P CG jω ω= + =

( )1
,1 ,1 , 1

2
1

( )
n

i i i n

ii

u u Nu
G j jω ω

ω λ

+
+

=

 − =  
− +  


(a.4)

식 (a.4)의 개회로 주파수함수 는 허수이며, 
분자가 식 (a.5)를 만족하면,

( ),1 ,1 , 1 0, 2, .., 1k k k nu u Nu k n+− > = + (a.5)

주파수함수 (a.4)에서 영점은 원점과 인근의 두 극점 

사이에 존재한다.

부록 B. 식 (33)의 유도

식 (26)의 모드 해석에서 첫 번째 고유치를 제외한 

나머지 고유치는 식 (a.6)을 만족한다.
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( )

( )

2 22 1 12 1 2 2

2

2 2 21 2
2 2 2 1

2

( )

0

m Leq

Leq m
m Leq

k N kk N kP
J J J

k k J N J N N J
J J J

λ λ λ
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+ + + = (a.6)

고유치가 식 (31)의 조건을 충족시키기 위해서는 

식 (a.6)의 2-차 방정식의 특징에서  > 0을 만족

하면 되며, 따라서 를 구하고 정리하여 식 (32)를 

얻게 된다.

Min Sig Kang received a B.S. de-
gree from the Department of 
Mechanical Engineering of Seoul 
National University in 1980. He 
then went on to receive M.S. and 
Ph.D. degrees from KAIST in 1983 
and 1987, respectively. He worked 

for the Agency for Defence Development during 
1987-1998. Dr. Kang is currently a professor of the 
Department of Mechanical Engineering at Gachon 
University in Sungnam, Korea. His research interests 
include dynamic systems measurement and control, in-
dustrial robotics, and gyro-stabilized platforms.


	유연축을 갖는 기어트레인으로 구동되는 회전 서보계 제어의 안정성 해석
	ABSTRACT
	1. 서론
	2. 다자유도 구동 모델
	3. 시뮬레이션 및 결과
	4. 결론
	References


