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기 호 설 명

 : n번째 부분구조의 외력

 : 분포함수

H : 주파수응답함수

 : 손실계수

K : 강성

R : 반력

 : 1차 민감도계수

 : i번째 설계인자: 단면적

  : n번째 부분구조

1. 서  론

다양한 분야에서 진동의 제어는 중요한 기술 중 하나
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ABSTRACT

In this study, a robust design procedure using the FRF-based substructuring (FBS) method was 
proposed for vehicle vibration performance. In the robust design procedure, global sensitivity analysis 
was used to obtain the design information of elastomers in structural systems considering 
uncertainties. The global sensitivity method combines the random balance design method for var-
iance-based sensitivity information and the FRF-based substructuring (FBS) method for the calculation 
of vibrational responses, which establishes an efficient tool even in complex real structures. 
Moreover, a multi-objective optimization formulation was applied to obtain the optimal design of 
elastomers that give robust vibration responses. The objective functions were set to the mean and 
variance of the vibration responses. The Pareto optimal front was calculated using the non-dominated 
sorting genetic algorithm-II (NSGA-II). The genetic algorithm design variables were screened using 
the global sensitivity analysis results for the elastomers. These formulations were applied to a pas-
senger car problem to obtain the optimal design of the engine mount systems. The numerical results 
showed that the newly introduced feature enhanced the calculation performance and the proposed 
procedure can be applied successfully in real complex structural problems.
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이다. 특히, 자동차 분야에서 진동은 사고의 원인이 

될 수 있으며, 승차감을 저하시키는 원인이 된다. 이

러한 진동을 제어하면 승차감이 향상되며, 판매량의 

증가를 기대할 수 있다. 운전자에게 전달되는 진동의 

크기를 수동제어하기 위해서는 차량의 연결부를 일래

스토머로 구성하는 것이 일반적이다. 하지만 일래스

토머는 주어진 정하중과 주파수에 의해 동특성이 변

하는 불확실성을 지니고 있다(1). 이러한 일래스토머

의 불확실성으로 인해 운전자에게 전달되는 진동의 

크기를 예측하기 어려운 특징이 있다.
자동차의 진동응답을 최소화하기 위한 설계시 전

체 시스템을 유한요소모델로 표현하여 상용화된 해석

프로그램을 이용하는 것은 비효율적이다. 따라서 효

율적인 계산을 위해서는 전체 시스템을 부분구조와 

연결부로 나누고, 부분구조를 동특성 정보로 표현하

는 방법이 필요하다. 부분구조를 주파수응답함수의 

정보로 표현하여 전체 시스템의 응답을 구하는 주파

수응답함수 기반 부분구조합성법은 부분구조 동특성

의 정보손실이 없어 유용하게 사용된다(2). 
설계인자의 변화에 따른 관심응답의 변화의 정도를 

민감도라고 부른다. 전역민감도 해석은 각 설계점에서 

설계변화의 선형 기울기를 나타내는 국부적 민감도와 

다르게 설계영역에서 설계인자의 변화에 따른 관심응

답의 전체 변화를 상관관계로 나타낸 것이다. 불확실

성을 지닌 일래스토머의 강성을 설계인자로 차량의 

진동응답의 변화의 예측하고 영향력을 계산하기 위해

서는 전역민감도해석을 사용하는 것이 필요하다(3,4). 
불확실성을 지닌 일래스토머를 고려하여 차량의 진

동문제에 대해서 전역민감도해석을 수행하기 위해서는 

몬테카를로 해석(monte carlo simulation, MCS)과 같

은 샘플링기법을 이용하여 설계인자의 기여도를 계산

하는 분산기반의 전역민감도해석이 유리하다(4~6). 몬테

카를로 해석에서 많은 샘플링으로 인한 계산시간 측면

에서의 비효율성은 무작위균형설계를 이용하면 효율적

인 계산시간으로 전역민감도해석을 할 수 있다(4,7,8). 
일래스토머의 동특성에 따라 변하는 진동응답의 크

기와 변동성을 줄이기 위해 평균과 분산을 최소화하

는 최적화가 필요하다(4). 유전자알고리즘은 이와 같은 

비선형 문제에 대해 최적화가 가능하다. 그러나 전역 

최소화 문제에서 샘플링기반의 함수값 계산이 필요한 

경우 계산비용은 설계변수의 수와 함께 기하급수적으

로 증가하게 된다. 따라서 이러한 전역최적설계문제에

서는 설계변수를 최소화하고 효율적인 샘플링 기반의 

평균과 분산의 계산방법이 필요하다. 이 연구에서는 

전역민감도 해석법을 이용하여 설계정식화 단계에서 

설계변수를 선별하는 방법을 제안하고, 선별된 설계변

수를 바탕으로 FRF기반 부분구조합성법과 무작위균

형설계법을 이용한 일래스토머의 전역적 강건설계을 

제안하고 이를 자동차 진동문제에 적용하였다.

2. 차량 진동응답 계산 및 민감도해석

2.1 주파수응답함수 기반 부분구조합성법 

자동차와 같이 복잡한 기계 구조물의 진동응답을 

효율적으로 계산하기 위해 전체 시스템을 부분구조와 

연결부의 동특성으로 표현하는 방법이 있다. 동특성 

정보는 모달 파라메타, 주파수응답함수, 특성행렬 등

이 있으며 주파수응답함수를 이용한 부분구조합성법

은 부분구조의 정보손실 없이 연결부의 동특성 변화

에 따라 전체 시스템을 쉽게 재구성할 수 있어 계산

비용이 효율적이다(9).
주파수응답함수 기반 부분구조합성법은 Fig. 1(a)와 

 

(a) Substructural system

(b) k-th substructure

Fig. 1 Substructural system and its FRFs
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같이 n개의 부분구조와 외력 그리고 연결부로 이루어

진 구조계로 표현되며, Fig. 1(b)는 k번째 부분구조를 

표현한다. k번째 부분구조에서 주파수응답함수의 정

보는 식 (1)과 같이 정리할 수 있다.

  








 
 ⋯ 




 

 ⋯ 


⋮ ⋮ ⋱ ⋮


 

 ⋯ 






 ≠ (1)

각 응답점에서 발생되는 반력은 작용과 반작용의 

원리에 의해 식 (2)가 성립한다.




      ⋯ ≠ (2)

이때 각 연결부는 강성과 손실계수로 표현할 수 있

으며 식 (3)의 조건을 만족해야한다.

·
  

 
     ⋯ ≠  (3)

식 (3)에서 는 k번째 구조물과 i번째 구조물을 

잇는 연결부의 컴플라이언스 행렬로 식 (4)와 같이 표

현된다.




   ⋯ ≠

(4)

여기서 와 는 방향성이 없기 때문에   와 

  의 특성을 가진다. 식 (2), (3)을 정리하여 나

타내면 식 (5)로 나타낼 수 있다.

∙   (5)

식 (5)를 이용하여 전체 시스템 행렬의 역행렬을 구

하면 반력벡터를 구할 수 있으며, k번째 부분구조에

서 임의로 정해진 r점의 응답을 식 (6)과 같이 구할 수 

있다.


  

   ≠




 ∙

 
 ∙

  ⋯ ≠

(6)

주파수응답함수 기반 부분구조합성법을 이용하면 

컴플라이언스 행렬의 값을 수정하여 부분구조의 정보

변화 없이 연결부의 강성 값에 따른 전체 시스템을 

재구성할 수 있다.

2.2 전역민감도해석

(1) 분산기반 전역민감도해석

설계인자   ⋯가 관심응답에 영향을 

미칠 때, i번째 인자 의 관심응답에 대한 영향도

는  의 분산으로 나타낼 수 있다. 따라서 

의 영향도를 전체 분산으로 정규화하면 일차 민감

도계수를 구할 수 있으며 식 (7)과 같이 정의할 수 

있다.

 

  (7)

여기서 V와 E는 분산과 기대값을 의미한다.

(2) 무작위균형설계

분산기반의 전역민감도해석에서 사용되는 조건부

평균을 계산하기 위한 샘플링기법 중 하나이다. 무작

위균형설계는 푸리에진폭 감도시험을 개선한 방법으

로 식 (8)을 이용하여 설계인자를 계산한다.

 sin (8)

식 (8)에서 Gi는 확률분포함수를, sij는 샘플링 포인

트를 나타낸다. 무작위균형설계는 다음의 절차로 나

타낼 수 있다.

Step 1. 각 인자마다 에서 의 범위에서 샘플링을 

통해 N개의 점 sij생성

Step 2. 생성된 점을 식 (8)에 대입하여 k개의 설계 

인자를 N개씩 계산

Step 3. 각 설계인지를 무작위로 선정하여 N개의 

관심응답 계산

Step 4. i번째 인자에서 선택된 점의 순서에 따라 

N개의 관심응답 재배치하여 푸리에변환 

후 식 (7)을 통해 1차 민감도계수 계산

Fig. 2는 무작위균형설계를 표현한 것으로 동그라

미, 세모, 네모 표시는 각 설계인자를 무작위로 선정

하여 각 표식의 응답을 구한 것을 나타낸다.
무작위균형설계는 푸리에진폭 감도시험에서 발생

되는 엘리어싱 문제를 해결할 수 있으며, 단일 각속

도를 사용함으로써 계산이 단순하다. 또한, 적은 수의 

샘플링으로 많은 경우의 수를 고려할 수 있어 효과적

으로 사용할 수 있다.
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2.3 유전자알고리즘 

유전자알고리즘은 경계조건 내에서 무작위로 N개

의 개체를 가지는 초기 모집단을 생성한 후 각 개체들

의 적합성을 판단한다. 두 개체의 접합성에 따라 선택

하여 일정한 확률로 각 개체의 특성을 교배 또는 무작

위로 변이함으로써 새로운 개체를 생성한다. 생성된 

개체를 새로운 모집단에 배치하면 다음 세대의 모집

단이 된다. 이러한 계산을 설정한 세대 수 반복하여 

최종적으로 선택된 개체들을 파레토 최적해라고 한다. 
파레토 최적해들은 서로 지배하지 않는 관계를 가지

고 있다. 여기서 ‘비지배한다’는 의미는 다른 개체보

다 우월하다는 것이다. 이러한 지배 또는 비지배에 대

한 개념을 Fig. 3에서 표현했다. 이러한 비지배 파레토 

개체의 집합을 파레토 최적해(pareto optimum)라고 

정의하고 함수적으로 파레토 최적선이라 표현한다. 

3. 자동차 진동성능 강건설계

3.1 강건설계 정식화 

자동차에서 발생되는 진동은 다양한 원인이 있지만, 
엔진에서 발생되는 진동은 주행 또는 정차상태에 상관

없이 승차감에 영향을 준다. 따라서 자동차 진동성능을 

강건설계하기 위해 Fig. 4와 같은 시스템을 다루었다.
전체 시스템은 엔진, 센터멤버, 크로스멤버 그리고 

차체 4개의 부부구조와 10개의 연결부로 구성했으며, 
엔진은 강체로 가정하였고, 연결부는 불확실성을 지

닌 일래스토머로써 1번 ~ 4번은 엔진마운트, 5번 ~ 10
번은 부시로 구성했다. 차체의 FRF는 유한요소 모델

을 이용하여 계산하고 차체의 플로어에서 진동을 계

산할 수 있는 FBS 모델을 구성하였다.
평균뿐만 아니라 분산을 최소화하는 강건설계 문

제를 정식화하기 위해 X, Y, Z 방향을 고려한 일래스

토머의 강성 30개를 설계변수로 정의하였으며, 목적

함수는 일정한 입력이 있을 때, 설계변수의 불확실성

으로 인해 분포를 가지는 응답들의 평균()과 분산()
을 최소화하도록 식 (9)와 같이 정의했다(10).

minimize
where    

  ∈
(9)

이때, 는 진동성능으로 응답점에서 가속도의 값

을 관심주파수 영역(1 Hz ~ 80 Hz)에서 가속도 값과 

기준값 사이의 면적이다. 각 연결부의 방향에 따른 설

계변수의 번호를 Table 1에 나타내었다.

3.2 부분구조합성 모델을 이용한 강건설계

(1) 주파수응답함수 기반 부분구조합성법 검증

강건설계문제를 해결하기 앞서 주파수응답함수 기

반 부분구조합성법으로 계산된 응답을 검증하였다. 
검증을 위해 전체시스템을 유한요소모델로 구성하여 

해석프로그램을 통해 계산된 응답점에서 진동가속도

의 값과 각 부분구조를 해석프로그램을 이용하여 전

달함수를 구한 후 주파수응답함수 기반 부분구조합성

법을 통해 계산된 응답점에서 진동가속도의 값을 비

교하였다. 해석프로그램은 MSC/Nastran의 direct fre-

 

Fig. 2 Random balance design (RBD)

 

Fig. 3 Dominated and non-dominated solution

 

Fig. 4 Passenger car for verification
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quency response (Sol.108)를 사용하였으며, 주파수

응답함수 기반 부분구조합성법의 계산은 Matlab 
7.10.0 (2010a)을 사용했다. 두 가지 방법으로 계산된 

비용과 응답을 Table 2와 Fig. 5에 나타내었다.
Table 2는 각 프로그램을 이용한 해석시간을 정리

했으며, 하나의 샘플링에서 계산시간이 각 4.53시간

과 1.35시간이 소요되었다. 연결부의 동특성의 불확

실성을 고려하여 많은 수의 샘플링을 사용하여 계산

할 때, FE 모델의 해석시간은 샘플링 수가 증가할수

록 초기의 해석시간에 비례하여 증가하는 반면, FBS 
모델의 해석시간은 FBS계산시간만 추가되기 때문에 

1000번의 샘플링에서는 대략 4527시간을 절약할 수 

있어 효율적인 계산비용이 든다. Fig. 5(a) ~ (c)는 FE
모델과 FBS 모델의 각 방향에 따라 0 Hz ~ 200 Hz의 

주파수영역에서 진동가속도의 크기를 데시벨(dB)형
식으로 나타내었다. 관심주파수 영역인 0 Hz ~ 80 Hz
에서 비교하였을 때 각 피크의 위치와 크기가 일치하는 

경향을 확인할 수 있었다. 따라서, 불확실성을 지닌 

일래스토머를 고려한 시스템의 해석은 주파수응답함

수 기반 부분구조합성법을 이용하는 것이 상용화된 

해석프로그램을 이용하는 것보다 효율적인 계산비용

으로 응답을 계산할 수 있다. 보다 정확한 응답 계산

이 필요한 경우 실험기법으로도 검증된 알고리즘을 

사용할 수 있다(11).
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Fig. 5 FBS model validation compared with those of 
FE model

Table 1 Definition set of design variable

Joint
no. Dir. Design

variable no.
Joint
no. Dir. Design

variable no.

1
X
Y
Z

1
2
3

6
X
Y
Z

16
17
18

2
X
Y
Z

4
5
6

7
X
Y
Z

19
20
21

3
X
Y
Z

7
8
9

8
X
Y
Z

22
23
24

4
X
Y
Z

10
11
12

9
X
Y
Z

25
26
27

5
X
Y
Z

13
14
15

10
X
Y
Z

28
29
30

Table 2 Elapsed CPU time for FRF analysis

Model Program CPU 
time

FE 
model Full system FE model MSC/Nastran 1630.59 s

FBS 
model

BIW FE model
Center member FE model
Cross member FE model

Engine FE model
FBS Calculation

MSC/Nastran 
MSC/Nastran
MSC/Nastran
MSC/Nastran

Matlab

4742.51 s
65.05 s
53.52 s
1.47 s
6.68 s

* HP Z440 Workstation
CPU= Inter® Xeon® CPU E5-1650 v3 @ 3.5 GHz
Memory = 16 GB
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(2) 일래스토머 강성의 불확실성 모델링

강건설계문제에서 설계인자로 선정된 일래스토머

의 강성을 표현하기 위해 2.2절에서 언급한 무작위 

균형설계에 적용하여 불확실성을 표현하였다. 이때, 
확률분포함수는 상한값과 하한값을 정해져 있을 때 

확률밀도함수를 기술하는 베타분포함수를 사용하였

으며 다음과 같은 식 (10)으로 정의된다(12).






 (10)

식 (10)을 이용하여 확률밀도함수는 식 (11)과 같이 

표현된다.




       (11)

식 (11)에서 x는 구간을 나타내고 a, b의 값에 따라 

그 크기가 정해지며, 이에 따른 베타함수의 확률밀도함

수는 Fig. 6과 같이 그릴 수 있다. a가 b보다 크면 그래

프가 오른쪽으로, a가 b보다 작으면 왼쪽으로 치우치

고, a와 b가 같으면 x = 0.5를 기준으로 대칭을 이루는 

분포형태를 보인다. 또한, 일래스토머의 강성의 범위는 

Table 3에 표현하였다. 이와 같이 정의된 일래스토머 

강성의 범위와 분포함수를 적용한 무작위균형설계를 

사용하여 1차 민감도 계수를 계산하였다. 1차 민감도계

수의 신뢰도를 위해 100, 1000, 5000, 10 000개의 샘플

링수를 적용하여 100번 반복하여 계산했다. 샘플링수

에 따른 1차 민감도계수의 평균과 표준편차를 다음 

Fig. 7에 나타내었다. Fig. 7(a)와 7(b)는 각 샘플링수에 

따른 1차 민감도계수의 평균과 분산을 비교한 그래프

로서, 샘플링수가 1000개 이상일 때 설계인자의 민감

도 결과가 안정되게 수렴하였다. 따라서 일래스토머의 

불확실성을 고려하기 위한 최소 샘플링수는 1000으로 

결정하였다. 일차 민감도계수의 계산결과는 강건설계시 

설계변수를 선택하는 정보로 사용하였다.

 (3) NAGA-Ⅱ를 이용한 강건설계

불확실성을 지닌 일래스토머의 특성을 고려한 강건

설계문제는 비선형문제이기 때문에 유전자알고리즘 

기반의 NSGA-Ⅱ를 이용했다(13). 이때 80개의 개체를 

여러 세대를 거쳐 교배, 돌연변이 계산을 실행하였으

며, i번째 세대의 개체가 i-1세대의 개체와 95 % 이상 

동일한 경우가 연속 3번 나타났을 때 해를 파레토 최

적해로 선정하였다. 또한 파레토 최적해 중 두 개의 

목적함수에 0.5의 가중치를 주어 최적의 값을 선정하

였다. 
강건설계의 효율성 비교를 위해 1차 민감도계수가 

큰 5개의 설계변수를 사용한 설계결과와 30개 전체의 

연결부 강성을 설계변수로 선정한 방법을 사용하였다. 
Fig. 8은 두 가지 경우에 대해서 축차시 세대가 증가

함에 따라 변하지 않은 개체의 수의 비를 비교하였다. 

Fig. 6 Probability distribution function of beta
distribution

Table 3 Assumed distribution of elastomers

Joint 
No..

Design 
variable 

no.
Direction

Lower
bound
[%]

Upper
bound
[%]

Distribution 
type

1
1
2
3

x
y
z

-30 +30

Beta 
(a=b=2)

2
4
5
6

x
y
z

-25 +25

3
7
8
9

x
y
z

-25 +25

4
10
11
12

x
y
z

-30 +30

5
13
14
15

x
y
z

-20 +20

6
16
17
18

x
y
z

-20 +20

7
19
20
21

x
y
z

-15 +15

8
22
23
24

x
y
z

-15 +15

9
25
26
27

x
y
z

-15 +15

10
28
29
30

x
y
z

-15 +15

* Percentage to the current value
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5개의 변수와 30개의 변수를 이용한 계산은 각 79세

대와 110세대에서 파레토 최적해를 얻을 수 있었다. 
Fig. 9의 (a)와 (b)에 79세대와 110세대에서 두 가지 

경우에 대한 파레토 최적해를 비교하였다. Table 4에 

가중값이 0.5인 경우의 최적해를 정리하였다.

결과를 비교하면 5개의 변수를 사용한 방법이 30
개의 변수를 사용한 방법보다 적은 수의 세대를 반복

하여 최적해를 얻을 수 있었음을 알 수 있다. 소요시

간은 30개의 변수를 사용한 방법에 비해 29.33 %의 

적었다. 진동성능을 평가할 수 있는 가속도크기 평균

은 두 경우에 각각 초기값에 비해 13.59 %, 13.67 % 
감소하였고, 분산의 크기는 9.39 %, 23.71 % 감소하

였다. 영향도가 큰 주요 설계변수만을 사용하여 강건

설계를 하는 경우 평균값은 비슷한 성능을 얻었으나 
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Fig. 7 Convergence test for the global sensitivity 
analysis
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Fig. 8 Rate of fixed individuals in populations during 
the iterations
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Fig. 9 Pareto optimal solution using NSGA-Ⅱ

Table 4 Results of multi-objective optimization

Initial 5 variable 30 variable (mean) 588.99 508.92 508.50

 (variance) 524.96 475.69 400.49

Final generation - 79 110

828 850 s 
(230.2 h)

580 790 s
(160.2 h)-Time
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분산의 경우는 모든 설계변수를 사용하는 경우에 비

해 제한적인 결과를 얻었음을 알 수 있다. 

4. 결  론

이 연구에서는 분산기반 전역민감도 해석을 위해 

주파수응답함수 기반 부분구조합성법을 이용하여 일

래스토머 강성의 변화에 따른 진동성능의 민감도를 

효율적으로 계산하는 것이 가능했으며, 무작위균형설

계를 이용하여 일래스토머의 비선형성을 고려하여 동

특성을 확률분포로 나타내어 전역민감도해석을 수행

하여 결과를 얻을 수 있었다. 이때 전역민감도 해석

은 약 1000번 정도의 적은 수의 샘플링으로 안정적으

로 민감도해석을 수행했다.
유전자알고리즘의 계산비용을 효율성을 위해 1차 민

감도계수를 이용하여 설계변수의 수를 축소하여 최적

화를 수행하는 방법을 제안하였으며 이를 이용한 방법

으로 효율인 다목적 최적설계가 가능함을 보였다. 이와 

같이 최적화된 일래스토머 강성을 적용하여 1차 민감

도계수를 계산하였을 때, 초기의 강성을 적용한 결과보

다 감소하였으며, 이를 통해 차량 진동응답의 변동성을 

감소시킴으로써 강건설계가 가능함을 보였다.
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