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1. 서  론

맥놀이는 매우 근접한 두 주파수의 진동이 중첩될 

때, 진동이 주기적으로 커졌다 작아지는 현상이다. 회
전축이나 회전쉘, 풍력 타워 같은 축 대칭형 구조가 

질량이나 강성의 분포 또는 경계조건에서 미세한 비

대칭성을 갖는 경우, 하나의 진동모드가 비슷한 주파

수를 갖는 진동모드 쌍으로 분리되고 그 간섭으로 맥

놀이가 발생한다. 맥놀이가 중요한 의미를 갖는 진동

계로 한국 종이 있다. 적절한 주기로 우~웅 우~웅 반

복되는 맥놀이는 종소리의 웅장함과 생동감을 높인다(1). 
한국 종에서 맥놀이 진동의 감쇠비는 종소리가 얼마

나 오래 지속되는가를 결정하는 중요한 음향 성능 인

자이며, 내부 균열 등의 구조적 변화를 감지하는 데

에도 사용되는 물리적 인자다. 종의 진동과 같이 감

쇠가 작은 진동계의 감쇠비를 구하는 데에는 대수감

소법(logarithmic decrement method)이 자주 사용된

다. 대수감소법은 단일 주파수의 진동 파형으로부터 

점성감쇠비를 추출하는 오래된 방법이나 근래에 들어

서도 감쇠비 추출 오차를 줄이려는 많은 연구가 있었

다. Huang 등(2)은 부분적으로 존재하는 잡음이 대수

감소에 주는 큰 오차를 제거하기 위해 면적감소(area 
decrement)의 개념을 도입했다. Tweten 등(3)은 잡음 

오차 감소를 위해 대수감소의 평균화 과정에서 오차를 

최소화시키는 최적 싸이클 수를 제시했다. Little 등(4)

은 대수감소의 불확도를 최소화시키는 최적 싸이클 

수에 대한 이론식을 제시했다. 그러나 이러한 연구들은 
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ABSTRACT

The current logarithmic decrement method extracts the damping ratio from a single-frequency 
signal. However, the envelope logarithmic decrement method(ELDM) can extract the damping ratio 
from the beat wave containing two adjacent frequencies. In this study, the error factors of the 
ELDM were analyzed. For the error analysis, various beat waveforms were generated using the first 
natural frequency and damping ratio of the King Seongdeok Divine Bell. The generated beat wave-
forms were used to analyze the error of the damping ratio in terms of the sampling frequency, beat 
clarity, and beat period. We developed a more precise damping ratio extraction technique in applying 
the ELDM using simulations. 
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모두 단일 주파수 파형에 대한 연구이다. Fig. 1과 같

이 매우 근접한 두 개의 주파수 운동이 간섭하여 만

드는 맥놀이 파동에는 기존의 대수감소법을 바로 적

용할 수가 없다. 주파수 필터링을 통해 두 주파수 성

분을 완전히 분리해야 기존의 대수감소법을 적용할 

수 있다. 문제는 두 주파수 성분이 매우 근접한 경우, 
주파수 필터링이 개별 파형을 상당히 왜곡시킨다는 

점이다. Liao and Wells(5)에 의하면, 필터의 대역폭은 

목표 주파수 성분을 포함하도록 충분히 커야 함과 동

시에 인접한 주파수 성분을 완전히 배제할 정도로 작

아야 한다. 따라서 두 주파수 성분이 가까이 붙어있

는 종의 맥놀이에서 필터링은 상당한 왜곡을 일으킨

다. 대책으로 Nakutis 등(6)은 맥놀이의 포락선 데이터

를 사용하는 확장된 대수감소법을 제시하였으나, 이 

방법은 Fig. 1(a)와 같이 두 주파수 성분의 진폭이 같

을 때 나오는 완벽하게 선명한 맥놀이에만 한정되었

다. 인접한 두 주파수 성분의 진폭이 다른 일반적인 

경우, (b)와 같이 흐린 맥놀이 파동을 얻게 된다. 선

행연구에서 웨이블릿 변환(7)을 사용해서 다자유도 진

동계 모드의 감쇠비를 동시에 추출하는 방법을 제

시하였다. 현장에서 보다 쉽게 사용 가능한 방법으

로 최근에는 일반적인 맥놀이 파형의 감쇠비 추출

을 위한 포락선 대수감소법(envelope logarithmic 
decrement method)(8)를 제시하고 평창 동계올림픽대

종에 적용하였다. 이 방법은 필터링 과정 없이 다양

한 패턴의 맥놀이 포락선 데이터로부터 감쇠비를 추

출할 수 있다. 그러나 포락선 대수감소법을 사용할 

때, 측정 조건에 따라 오차가 발생할 수가 있다. 파형 

측정시 사용하는 샘플링 주파수, 측정 파형의 선명

도, 맥놀이를 만드는 주파수 쌍의 차이가 중요한 오

차 요인이다. 
이 연구에서는 주어진 맥놀이 조건과 감쇠비 참값

을 사용하여 맥놀이 파형을 만든 후, 위 세 가지 오차 

요인에 따른 감쇠비 추출 오차를 시뮬레이션을 통해 

분석한다. 그 결과로부터 포락선 대수감소법의 오차 

범위를 파악하고 측정 오차를 감소시키기 위한 정보

를 제공하는 것이 이 연구의 목적이다.

2. 포락선 대수감소법

미세한 주파수 차이를 갖는 두 개의 점성감쇠 진동이 

중첩될 때 발생하는 맥놀이 파동은 식 (1)로 표현된다.

  


cos 
  

cos  (1)

 은 미세하게 낮은 주파수 성분이고, 는 미세

하게 높은 주파수 성분이다. 과 는 ,  두 주

파수 진동의 감쇠비다. 동일한 진동모드가 , 의 

매우 근접한 주파수로 분리된 경우, 두 감쇠비는 같

다고 보고, 식 (1)을 식 (2)로 단순화시킬 수 있다.

   × cos cos   (2)

여기서 과 는 동일한 값 로 표시하였고, 평균 

주파수    를 사용하였다.
식 (2)의 괄호 안의 맥놀이 파동을 미세한 주파수 차

이 ∆   을 사용하여 표시하면 식 (3)과 같다. 

  

×



cos

∆ cos

∆ 
(3)

(a) Clear beat

(b) Blurry beat

Fig. 1 Envelopes of beat waves
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식 (3)은 삼각함수 합성 공식에 의해 식 (4)로 표시 

가능하다.

  

×



coscos

∆
sinsin

∆ 
coscos

∆
sinsin

∆


(4)

식 (4)는 식 (5) ~ 식 (7)로 정리된다.

    (5)

   coscos

∆
 (6)

   sinsin

∆
 (7)

식 (6)은 완벽하게 선명한 코싸인 포락선 맥놀이고 

식 (7)은 싸인 포락선 맥놀이다. 즉, Fig. 2(a)의 임의

의 맥놀이는 (b)의 코싸인 맥놀이와 (c)의 싸인 맥놀

이의 합이다. 이때 맥놀이 포락선의 정점에서의 진폭

은 코싸인 맥놀이 진폭이고, 골에서의 진폭은 싸인 

맥놀이 진폭이 된다. 
포락선 대수감소를 구하기 위해 Fig. 3의 확대된 맥

놀이 파형을 사용한다. Fig. 3의 포락선 간격은 

  ∆이고,     이다. 두 시점   
에서 포락선 정점의 진폭비를 취하면, 식 (8)과 같다.







± cos∆




 
  

 
 


± cos

∆


(8)

따라서 포락선 대수감소를 식 (9)와 같이 구할 수 

있다. 

  


ln

   (9)

(a)    

(b) Cosine envelope 

(c) Sine envelope 

Fig. 2 Cosine and sine envelopes Fig. 3 Beat wave and logarithmic decrement
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식 (9)로부터 감쇠비를 식 (10)과 같이 구할 수 있다. 

 


 


 

   (10)

3. 시뮬레이션

3.1 파형의 생성

Fig. 4는 성덕대왕신종의 원주상 위치에 따른 1차 

맥놀이 포락선 분포다(9). 위치에 따라 맥놀이 포락선은 

큰 차이를 보인다. 시뮬레이션을 위해 성덕대왕신종의 

1차 고유진동수와 감쇠비 데이타로 맥놀이 파형을 만

들었다. 고유주파수로   Hz와   Hz

의 쌍을, 감쇠비로 0.00013을 사용했다. 감쇠비 추출 오

차 요인으로 샘플링 주파수, 선명도, 주파수 쌍의 3가지 
효과를 검토했다. 대수감소 추출을 위해 모든 시뮬레

이션에서 식 (9)에 N=7, 즉 7개의 맥놀이 정점 값을 

사용했다.

3.2 샘플링 오차

단일 주파수 파형을 샘플링하는 과정에서 Liao 
and Wells(5)는 감쇠비 추출치의 불확도 제거를 위해 

목표주파수 대비 샘플링 주파수를 10배로 할 때, 감

쇠비 추출 오차는 2 % 이내 이고, 샘플링 주파수의 

제곱에 비례해서 오차가 감소함을 이론적으로 증명했

다. 샘플링 오차를 보기 위해 식 (1)을 목표 주파수인 

64 Hz의 2배 ~ 100배로 샘플링하여 만든 파형 데이타

로 감쇠비 추출 오차를 관찰했다. 포락선 파형으로는 

가장 선명한 맥놀이를 사용했고, 감쇠비의 백분율 오

차는 식 (11)로 구하였다. 

Error  true value

extracted value
×   (11)  

Fig. 5는 샘플링 주파수의 증가에 따른 오차를 보인

다. 횡축은 목표 주파수의 몇 배(multiple)로 샘플링했

는가를 의미한다. 실험에서 많이 사용하는 2.56배 샘

플링 주파수에서 오차율은 1 % 정도이며, 10배 이상

으로 샘플링하면 오차율은 0.2 % 이내로 확인되었다. 
        
3.3 선명도 오차

Fig. 2에서 포락선이 선명하지 못하면 포락선의 정

점 값을 취하는 데에 오차가 발생할 수가 있다. 따라

서 맥놀이 포락선의 선명도에 따라 감쇠비 추출치는 

미세하게 차이 날 수 있다. Fig. 6과 같이 맥놀이 선

명도가 다른 5개의 파형을 만들어 감쇠비 추출치와 

참값을 비교했다. C1은 맥놀이가 완벽하게 선명한 경

우, C5는 선명하지 못한 경우다. 이때 목표주파수의 

40배로 샘플링하여 샘플링 오차를 제거했다. Fig. 7은 

선명도에 따른 오차를 보인다. 맥놀이가 선명할수록 

오차는 감소한다. 완벽하게 선명한 포락선 C1의 경우 

오차율은 0이다. 식 (7)에서 완벽하게 선명한 포락선

에서는 맥놀이의 정점 값을 정확하게 취할 수 있어 

식 (8)은 오차를 만들지 않는다. 가장 흐린 포락선 

C5에서도 오차율은 0.25 %로, 선명도에 따른 오차는 

매우 작다. 이는 Fig. 4에서 임의의 위치에서 측정한 

파형으로 감쇠비를 추출해도 그 차이는 매우 작음을 
의미한다. 

Fig. 4 1st beat map of King Seongdeok Bell

Fig. 5 Error according to sampling frequency
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3.4 주파수 쌍 오차

주파수 쌍 오차는 식 (1)에 주파수 쌍의 평균치를 

적용하여 식 (2)로 단순화시킬 때 발생하는 오차다. 
종형 구조물이나 풍력 타워에서는 주파수 쌍 ,  
의 차이가 매우 작고, 회전축이나 교량 구조에서는 

상대적으로 크다. 비대칭의 정도에 따라 주파수 쌍의 

차이 ∆와 맥놀이 주기가 다르다. 

대형 한국종의 맥놀이 주기는 대부분 1초에서 10초 
범위이므로, 주파수 쌍의 차이는 그 역수인 0.1 Hz ~
1 Hz 범위다(10). 이를 고려하여 성덕대왕신종의 1차 

고유주파수 쌍의 평균치 64.245 Hz를 기준으로, 주파

수 쌍의 차이 ∆를 0.1 Hz ~ 1 Hz 범위로 주고 오차를 
검토했다. 

Fig. 8은 주파수 차이에 따른 오차로, 선명도가 다

(a) C1 : A=0.5, B=0.5 (b) C2 : A=0.6, B=0.4

(c) C3 : A=0.7, B=0.3 (d) C4 : A=0.8, B=0.2

(e) C5 : A=0.9, B=0.1

Fig. 6 Envelope patterns of beat waves
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른 맥놀이 파형별로 검토했다. 예상대로 주파수 차이

가 증가하면 오차율도 증가한다. 또, 선명도가 떨어지

면 오차율은 더 커진다. 그러나 1 Hz의 큰 차이에서

도 최대 오차율은 0.8 % 이내다. 성덕대왕신종의 경

우 1차 맥놀이에서 0.35 Hz의 주파수 쌍 차이를 보인

다. Fig. 8에서 이 정도의 주파수 차이에서는 C1 ~ C5
의 어떠한 맥놀이 파형을 사용해도 0.25 % 이내의 오

차율을 보인다. 이러한 결과는 포락선 대수감소법을 

이용하여 다양한 포락선 파형으로 감쇠비 추출이 가

능함을 의미한다. 

4. 결  론

포락선 대수감소법으로 감쇠비를 추출하는 과정에

서 발생 가능한 오차를 분석하였다. 성덕대왕신종의 

1차 고유주파수 쌍과 감쇠비를 사용해서 다양한 패턴

의 맥놀이 파형을 만들어 포락선 대수감소법을 적용

하였다. 샘플링 주파수, 선명도, 주파수 쌍의 차이에 

의한 오차를 검토했다. 목표주파수의 10배 이상으로 

샘플링하면 오차율은 0.2 % 이내로 수렴하였다. 포락

선의 선명도가 높아지면서 오차율은 영으로 수렴하였

고, 선명도가 떨어져도 오차율은 0.25 % 수준이었다. 
주파수 쌍의 차이가 증가하면 오차율도 증가하나, 성
덕대왕신종의 주파수와 감쇠 수준에서는 임의의 맥놀

이 파형을 사용하여 감쇠비를 추출하더라도 0.25 % 
이내의 작은 오차율을 보였다.
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