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1. 서  론

샌드위치 구조는 자동차, 항공/우주, 해양/조선 등

의 많은 분야에 널리 이용되고 있다. 특히 하니컴 코

어, 금속 폼 등과 같은 경량 코어를 갖는 샌드위치 구

조는 기존의 전통적인 금속 구조에 비해 무게를 줄일 

수 있다는 사실 때문에 많은 관심을 받아 왔다(1). 그

러나 폼과 같은 다공성 물질의 코어에서 기공의 존재

는 코어의 강성을 감소시킨다. 따라서 무게의 증가없

이 다공 구조의 강성을 증가시키는 것은 매우 중요한 

과제이다. 그래핀은 금속재료에 비해 높은 전기 전도

도, 높은 열전도도, 저밀도 및 고강도 등과 같은 우수

한 전기적, 열적 및 기계적 특성 때문에 지난 십 수년 

전부터 탄소 나노 튜브와 더불어 차세대 나노 필러로 

많은 관심을 받고 있다. 특히 그래핀 나노판(graphene 
nanoplatelet, GNP)은 넓은 표면적, 고강도, 저밀도 

때문에 큰 보강 효과를 얻을 수 있어 판, 쉘 등의 복

합재료 경량 구조물 개발에 많은 기회를 제공한다. 
GNP 보강 다공성 재료를 샌드위치 구조의 코어로 사

용함으로써 높은 굽힘강성을 갖는 고성능 경량 스마

트 구조 요소로 이용할 수 있다. 또한 기공을 두께방

향으로 연속적으로 변하도록 분포시킴으로써 두께방

향으로 응력의 불연속이 없는 구조를 만들 수 있으며 

강성을 조절할 수 있다. 이와 같은 다공성 경사 기능 

구조물에 대한 정적/동적 해석을 통해 구조물의 특성을 
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ABSTRACT

This study investigates the free vibration characteristics of sandwich plates, which are composed of 
two isotropic faces and a porous core, using the analytical method based on the third order shear 
deformation theory. The core is reinforced uniformly by graphene nanoplatelet and composed of open 
or closed-cell foam with functionally graded pore distribution through the thickness direction. Four 
different porosity distributions are considered: a uniform and three functionally graded types. 
Comparison of the analytical results with the existing solutions in open literature and with those of 
finite element analysis (FEA) based on the shell element are made to verify the reliability of the 
presented analytical method. Characteristics of the open and closed-cell foams were investigated. 
Some numerical results are presented to check the influences of the weight fraction, geometry of the 
graphene nanoplatelet, porosity distribution, and porosity coefficient.
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향상시키기 위한 많은 연구가 진행되고 있다. 
Kitipornchai 등(2)은 외피가 없는 다공성 보에 대해 

선형 진동 및 탄성 좌굴 특성을 연구하였으며, 
Setoodeh 등(3)은 다공 코어, 경사 기능 탄소 나노 튜

브로 보강된 외피 및 압전층을 갖는 2중 곡면 스마트 

샌드위치 패널에 대해 자유진동을 연구하였다. 
Adhikari 등(4)은 불균일 내평면 압축력에 의한 사각

판의 좌굴특성을 연구하였다. Srikarun 등(5)은 3차 전

단변형이론을 적용하여 샌드위치 보에 대해 선형/비
선형 굽힘해석을 수행하였다. 한편 GNP로 보강된 다

공판에 대해 Yang 등(6)은 사각판에 대한 좌굴 및 진

동해석을, Ansari 등(7)은 후좌굴된 임의 형상의 판에 

대한 진동특성을 연구하였다. GNP 보강 다공성 재료

를 코어로 사용한 샌드위치 구조에 대해서도 일부 연

구가 진행되고 있다. Tao 등(8)은 횡하중에 의한 원통

형 패널의 후좌굴 거동을 분석하였다.
샌드위치판은 두께가 비교적 두꺼운 구조로 횡전단

변형에 대한 특성을 얻기 위해 고전 판이론이나 1차 

전단변형이론을 적용할 경우 3차원 평형방정식으로부

터 추가적인 작업을 수행하여야 하는 번거로움이 있

다. 그러나 고차 전단변형이론을 적용할 경우 추가 작

업없이 횡전단 변형 특성을 얻을 수 있다. 다공성 폼

에는 공기가 머무는 셀이 열려있는 개방형과 닫혀있

는 폐쇄형이 있어 이전 연구들은 다공성 폼에 대해 개

방형 또는 폐쇄형만을 한정적으로 다루었으며, 이들을 

동시에 취급한 연구는 찾아볼 수 없다. 따라서 이 연

구에서는 GNP 보강 다공 코어를 갖는 샌드위치판에 

대해 3차 전단변형이론을 적용하여 진동 특성에 대해 

연구하였다. 또한 다공 셀 폼에 대해 개방형 및 폐쇄

형을 모두 고려하여 그에 따른 결과를 비교하였다. 해
석에서 GNP는 모든 방향에 대해 균일하게 분포한다

고 가정하였으며, 기공은 두께 방향으로만 연속적으로 

변한다고 가정하였다. 또한 제안된 이론해석의 타당성

을 검증하기 위해 ANSYS를 이용한 유한요소해석을 

수행하여 그 결과를 비교/검토하였다. GNP의 무게비 

및 형상비, 기공의 양 및 기공의 두께 방향 분포 형태 

등이 진동 특성에 미치는 영향도 검토하였다.

2. GNP 보강 다공성 코어 샌드위치판의 수식화

이 연구에서는 길이가 a, 폭이 b인 샌드위치 사각

판을 고려하였다. 샌드위치판의 코어 두께는 , 각 

외피의 두께는 로 총 두께는 h이다(Fig. 1). 외피는 

등방성 재료로 구성되며, 코어는 외피와 같은 재료에 

나노 크기의 GNP로 보강된 복합 재료이며 기공을 갖

는 구조이다. GNP 보강 코어는 제조상의 이유로 적

층 복합재료이다. 따라서 GNP 보강 다공성 코어의 

각 층의 두께는 동일하며 각층에서의 기공은 균일하

게 분포되기 때문에 각 층의 재료물성은 각 층의 중

앙면에서의 물성으로 취할 수 있다. 
각 층에서 GNP는 모든 방향에 대해 균일하게 분

포되며, 무작위로 위치하게 된다. 기공이 없는 GNP 
보강 복합재료의 유효 탄성계수()는 Halpin-Tsai 
모델을 근거로 Raffee 등(9)이 처음 제시하였으며, 
Kitipornchai 등(2)이 다음과 수정하였다.

      (1)

          (2)

여기서  , 은 기저 및 GNP의 탄성계수이다. GNP의 

기하계수 , 는 식 (3)과 같다.

      (3)

식에서  ,   및 은 GNP의 길이, 폭 및 두께이다. 
코어에 보강되는 GNP의 부피 비는 식 (4)와 같다.

   (4)

여기서 은 GNP의 무게 비,   및 는 GNP 및 

기저 재료의 질량 밀도이다.
GNP 보강 복합재료의 푸아송 비 및 밀도는 혼합

법칙에 따라 식 (5), (6)과 같다.

Fig. 1 A sandwich plate with GNP-reinforced porous
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     (5)     (6)

다공성 코어의 기공은 두께 방향으로 연속적으로 

변한다. 이 연구에서 고려한 기공분포 형상은 총 4가

지로 기공 분포가 균일한 것(PD-U)과 중앙면을 기준

으로 대칭 분포된 것(PD-X, PD-O), 비대칭으로 분포

된 것(PD-V) 등이다(2,5). 여기서 PD-X는 중앙면을 기

준으로 기공이 작아지며, PD-O는 기공이 커지는 분

포 패턴을 갖는다. PD-V는 기공이 상단 면으로 갈수

록 작아진다(Fig. 2(2,5)). 두께방향으로의 기공 분포는 

식 (7)에 따라 결정된다.






  for PDU
cos  for PDX

cos   for PDOcos   for PDV (7)

PD-U에 대한 분포함수 α는 개방형 및 폐쇄형 셀 

폼에 따라 달라진다. 개방형 셀 폼에 대한 계수 α는 

식 (8)과 같이 정의된다(10).

           (8)

폐쇄형 셀 폼에 대해서는 식 (9)와 같이 된다(11).

     (9)

여기서 는 코어의 총 질량으로 모든 기공 분포에 

대해 동일하며 식 (10)과 같이 계산된다.

  (10)

유효 탄성계수는 개방형 및 폐쇄형 폼에 대해 다음

과 같이 같은 형태를 갖는다(6,11).

    (11)

여기서 은 다공성 계수로 다공성 코어의 최대/최소 

탄성계수 (, )의 함수이다. 

    ≤ 〈 (12)

다공성 재료의 밀도는 개방형과 폐쇄형 폼에 따라 

달라진다. 개방형 폼이 균일 분포된 경우에 대해서는 

다음과 같다(10).

   (13)

기타 다른 개방형 및 폐쇄형 폼의 기공 분포에 대

해서는 다음과 같다(6,11).

     (14)

여기서  은 질량 밀도 계수로 개방형 폼은 다

음과 같이 다공성 코어의 최대/최소 밀도(, )의 

함수로 두께 방향에 대해 일정하다. 

 
    ≤ 〈 (15)

그러나 폐쇄형 폼인 경우에는 다음과 같이 된다(12).


 (16)

여기서  는 다음과 같이 정의된다.

      (17)

한편 푸아송 비는 개방형 폼의 경우에는 식 (18)과 

같이 두께 방향에 대해 일정하다(10).

(a) PD ― U (b) PD ― X

(c) PD ― O (d) PD ― V

Fig. 2 Diagram of porosity distribution of porous core
through thickness
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  (18)

그러나 폐쇄형 폼에 대한 푸아송 비는 두께 방향에 

따라 식 (19)와 같이 변한다(12).

   (19)

사각 샌드위치판에 대한 해석에서 횡전단변형과 

회전 관성을 고려하기 위해 Reddy의 3차 전단변형이

론을 적용하였다(13). 3차 전단 변형 이론으로부터 변

위장(u, v 및 w는 x, y 및 z 방향 변위)을 다음과 같

이 쓸 수 있다.

  ϕ ϕ    ϕ ϕ  (20) 
여기서 ,  및 는 중립면에서의 각 방향 변위이

며,  , 는 y 및 x 축에 대한 회전을 나타낸다. 식
에서 (,)는 다음에 나타나는 첨자에 대한 미분을 의미

하며,    ∕(3)이다.
사각판의 변형률은 내평면 변형률( , , ) 및 

횡전단 변형률(, )로 구성된다.

            (21)

샌드위치판의 k번째 층의 응력()과 변형률() 관

계는 다음과 같다.

         (22)

여기서  는 축약 강성도이다. 
판의 중립면에 대한 변위식을 다음과 같이 2중 급

수로 표현할 수 있다.




ϕϕ    




 (23)

식에서  ,  ,  ,  , 는 미지수로 

결정해야 할 계수이며, 은 고유모드(m , n)에서의 

고유 각진동수이다. 함수    는 판의 경계조건

을 만족하여야 한다. 이 연구에서는 모든 단이 식 (24)와 

같은 조건을 갖는 고정 경계조건을 갖는다.

     ϕ  ϕ    (24)

식 (23)에서의 변위함수는 다음과 같다.

 coshcossinhsin (25)


  (26)

여기서   이며   이다. 그리고   (여기서 

L은 판의 폭 또는 길이), 는 파수(wave number)와 

관계된 수, 은 경계조건을 만족하는 계수이다.
판에 저장되는 총 에너지는 다음과 같다.

  (27)

여기서 U는 샌드위치판의 변형에너지, T는 운동에너

지로 각각 다음과 같다. 

     (28)

      (29)

가정된 변위식 (23)을 총 에너지식 (27)에 대입한 

후 Rayleigh-Ritz 정리에 적용하면 다음과 같은 고유

치 문제가 된다. 

   (30)

여기서 K , M은 강성 및 질량행렬이며, d는 구하여야 

할 계수행렬로 모드형상을 결정한다.

3. 수치해석 결과 및 토의

이 연구에서 고려한 샌드위치판의 외피는 구리, 코어

는 구리를 그래핀 나노판으로 보강한 다공성 적층복합재

료이다. 구리의 재료 물성은  = 130 GPa, = 0.34, 
 = 8960 kg/m3이며, GNP는  = 1.01 TPa,  =
0.186,  = 1062.5 kg/m3이다. GNP의 크기는  = 2.5
μm,  = 1.5 μm,  = 1.5 nm이다(6). 판의 고유진동수는 

다음과 같이 무차원화하여 수치결과를 제시하였다. 

    (31)

제안된 해석방법의 타당성을 검증하기 위해 외피가 
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없는 개방형 폼으로 구성된 다공성 판에 대한 기본 

진동수를 참고문헌의 결과(6)와 함께 Table 1에 제시

하였다. 표에 나타난 것처럼 참고문헌과 매우 잘 일

치하고 있으며, 최대 차이는 1 % 미만이다. 
또한 샌드위치판에 대해서는 ANSYS를 이용한 유한

요소해석 결과를 이론해와 비교하였다. 이론 및 유한요

소해석에서 샌드위치판에 대해 등방성재료인 외피의 

적층수는 각 1개, 코어의 적층수는 수렴성 검토를 통

해 39개로 하여 판의 총 적층수를 41로 하였다. 유한

요소해석에서 적층 복합재료 판을 모델링하기 위해 1차 

전단변형이론을 기초로 한 SHELL281 요소가 이용되

었다. 이 요소는 8절점으로 구성되며, 절점 당 6개의 

자유도(3개의 각 방향 병진운동 및 3축에 대한 회전운

동)를 갖는다. 고려된 샌드위치판의 크기는 a ∕b = 1,  = 0.8h, a/h = 20이며, 특별한 언급이 없는 한 이 

기하 자료가 다음 수치 예에서 사용된다.
개방형 및 폐쇄형 폼 코어 샌드위치판에 대해 1차

에서 5차까지의 무차원 고유진동수를 Table 2에 제시

하였다. 표에 나타난 것처럼 고려된 모든 기공 분포

에 대해 유한요소해석 및 이론해석 결과의 차이는 최

대 1.6 % 미만으로 매우 잘 일치하고 있다. 한편 같

은 다공성 계수를 갖는 조건에서 코어가 개방형 폼인 

경우 폐쇄형 폼인 샌드위치판보다 약간 큰 고유 진동

수를 갖지만 그 차이는 매우 작다. 따라서 고유 진동

해석에서 다공성 코어를 개방형이나 폐쇄형 폼으로 

가정해도 큰 차이는 없다고 할 수 있다. 기공분포 형

태에 따른 기본 진동수의 크기를 보면 PD-X, PD-V, 
PD-U, PD-O의 순으로 나타난다. PD-X에서 가장 큰 

기본 진동수를 보이는 것은 PD-X의 경우 판의 중립

면으로부터 멀수록 재료가 많이 분포하게(기공은 적

게) 되어 굽힘강성이 다른 분포형태보다 더 많이 증

가하기 때문이다. 반대 현상으로 PD-O가 가장 작은 

기본 진동수를 보인다.
Fig. 3은 Table 2에서 고려한 폐쇄형 폼을 갖는 

PD-U 샌드위치판에 대해 모드형상 및 무차원 기본 

진동수를 유한요소 결과와 비교하였다. 그림에 나타

난 것처럼 유한요소 및 이론 해석에서 얻은 모드형상

도 매우 잘 일치하는 것을 볼 수 있다. 
앞으로 제시되는 모든 수치예는 폐쇄형 코어를 갖

는 샌드위치판에 대한 결과이다.
GNP의 무게비 가 기본 진동수에 미치는 영향을 

알아보기 위해 Fig. 4가 제시되었다. 그림에서 진동수 

Table 1 Dimensionless fundamental natural frequencies
of GNP-reinforced porous open cell plate (a/b
= 1, a/h = 20,  = 0,  = 1.0 %,  = 0.5).

a/h
PD-U PD-X

Present Ref.(6) Present Ref.(6)

20 0.5817 0.5814 0.6412 0.6366

30 0.3936 0.3938 0.4360 0.4324

40 0.2968 0.2971 0.3294 0.3265

50 0.2381 0.2383 0.2644 0.2620

Table 2 Dimensionless natural frequencies of sand-
wich plate with GNP-reinforced porous core 
( = 0.5 %,  = 0.6).

Analytic ANSYS Analytic ANSYS

(a) Open cell foam

Mode PD-U PD-X

1st 0.5278 0.5267 0.5610 0.5587

2nd 1.0569 1.0486 1.1193 1.1056

3rd 1.5301 1.5137 1.6147 1.5887

4th 1.8300 1.8192 1.9248 1.9038

5th 1.8412 1.8312 1.9370 1.9172

PD-O PD-V

1st 0.5075 0.5057 0.5327 0.5309

2nd 1.0198 1.0100 1.0668 1.0561

3rd 1.4812 1.4619 1.5444 1.5237

4th 1.7771 1.7597 1.8473 1.8304

5th 1.7875 1.7709 1.8586 1.8426

(b) Closed cell foam

Mode PD-U PD-X

1st 0.5256 0.5246 0.5566 0.5545

2nd 1.0533 1.0453 1.1111 1.0981

3rd 1.5259 1.5101 1.6037 1.5791

4th 1.8261 1.8156 1.9127 1.8931

5th 1.8372 1.8275 1.9248 1.9063

PD-O PD-V

1st 0.5018 0.5001 0.5276 0.5259

2nd 1.0088 0.9995 1.0571 1.0469

3rd 1.4657 1.4474 1.5312 1.5113

4th 1.7590 1.7427 1.8322 1.8163

5th 1.7693 1.7537 1.8433 1.8282
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비는 GNP 보강 판의 기본 진동수를 GNP가 없는 판

의 기본 진동수로 나눈 값이다. 기본 진동수는 GNP
양이 증가함에 따라 거의 선형적으로 증가한다. 
Table 2에서처럼 PD-X에서 가장 큰 GNP보강효과를 

보이고 있으며, PD-O에서 가장 작은 보강효과를 보

인다. 이는 GNP 증가에 따른 굽힘강성의 증가 때문

에 나타나는 현상이다.
Fig. 5에서는 GNP 보강 샌드위치판에 대해 다공성 

계수가 기본 진동수에 미치는 영향을 보여준다. 그림

에서 진동수 비는 다공성 판의 기본 진동수를 기공이 

없는 판의 기본 진동수로 나눈 값이다. 그림에서처럼 

다공성 계수가 증가함에 따라 기본 진동수는 전반적

으로 감소를 하지만 PD-X판은 오히려 증가한다. 다

공성 계수가 커짐에 따라 다공성 판의 강성 및 질량

은 모두 감소한다. 이때 기공분포 형태에 관계없이 

질량 감소는 동일하지만 강성 감소는 그렇지 않다. 
PD-X를 제외한 다른 기공분포에서 굽힘강성 감소가 

질량감소가 보다 크기 때문에 고유 진동수가 감소하

는 경향을 보이며, PD-X의 경우에는 반대로 굽힘강

성이 질량보다 적게 감소하여 고유 진동수는 증가하

는 거동을 하게 된다.
PD-X 판에 대한 보다 자세한 거동을 보기 위해 여

러 가지 외피 두께를 고려하여 다공성 계수에 따른 기

본 진동수 변화를 Fig. 6에 제시하였다. 그림에서처럼 

샌드위치판의 외피가 없거나 외피의 두께가 얇은 경

우에는 다공성 계수 증가에 따라 기본 진동수가 감소

를 하다가 계수의 어느 특정 값 이후에는 증가를 한

다. 그러나 두께가 두꺼워지면 기본 진동수는 처음부

터 증가한다. 이와 같은 현상은 외피의 두께가 얇아 

Fig. 4 Effect of GNP weight fraction on fundamental 
frequency for sandwich plate

Fig. 5 Effect of porosity coefficient   on fundamental 
frequency for sandwich plate

Mode 1

Mode 2

Mode 3

Mode 4

Mode 5

(a) Analytical (b) ANSYS

Fig. 3 Comparison of vibration mode shapes for 
sandwich plate with PD-U
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질수록 코어의 두께는 증가하여 기공량의 증가에 따

라 샌드위치판의 강성감소가 질량감소보다 크기 때문

에 기본 진동수는 감소를 한다. 그러나 샌드위치판의 

외피가 두꺼워지면 코어의 두께가 얇아져 다공성 계

수 증가에 따라 강성감소보다 질량감소효과가 커지면

서 반대로 기본 진동수는 증가를 한다. 또한 동일한 

판 두께에 대해 외피의 두께가 두꺼워질수록 기본 진

동수는 감소를 한다. 이와 같은 현상은 외피의 두께에 

따른 강성 증가보다는 질량증가효과가 크기 때문에 

나타난다. Figs. 5 ~ 6의 진동수 비에서 나타난 것처럼 

다공성 계수에 따라 기본 진동수가 PD-O의 경우 최대 

13 %정도 감소하지만 다른 기공 분포의 경우 약 4 %
정도로 그다지 크지 않다. 이와 같이 코어에 기공을 

주어 큰 기본 진동수의 변화없이 구조물의 질량을 줄

일 수 있는 효과가 있다는 것이 주목할 만하다. 
Fig. 7은 GNP의 두께 비( ∕)가 기본 진동수에 

미치는 영향을 알아보기 위해 진동수비를 제시한 것

이다. 여기서 진동수비는 GNP보강 판의 기본 진동수

를 GNP가 없는 비보강 판의 기본 진동수로 나눈 값

이다. 고려된 GNP의 두께 는 일정하다. 그림에서처

럼 두께 비( ∕)가 커질수록 (GNP의 길이가 길수록, 
또는 접촉면적이 클수록) 기본 진동수는 증가를 하며 

어느 값 이상이 되면 기본 진동수는 거의 일정해 진

다. 또한 GNP의 형상비( ∕)가 작을수록(GNP가 정

사각형일 경우 직사각형보다 접촉면적이 커짐) 보다 

큰 기본 진동수를 갖으며, 형상비가 클수록 두께비의 

영향은 커져 진동수가 급격히 증가를 한다. 
4. 결  론

이 연구에서는 그래핀 나노판으로 보강된 다공성 

코어를 갖는 샌드위치판에 대해 진동 특성을 연구하

였다. 해석을 통해 다음과 같은 결론을 얻었다. 
(1) 동일한 다공성 계수를 갖는 조건에서 코어가 

개방형 폼인 경우 폐쇄형 폼인 샌드위치판보다 약간 

큰 고유 진동수를 갖으나 그 차이는 매우 작다. 
(2) 같은 양의 재료를 이용할 때 기공을 판의 중앙

면 쪽으로 많이 분포시킬수록 보다 큰 고유 진동수를 

얻을 수 있다. 
(3) 다공성 계수가 커질수록 기본 진동수는 전반적

으로 감소를 하지만, PD-X 기공 분포의 경우 어느 

계수이상에서는 기본 진동수가 증가한다. 이와 같은 

현상은 외피의 두께가 두꺼울수록 명확히 나타난다. 

(4) GNP양이 많아질수록 기본 진동수는 증가한다. 
(5) 같은 양의 GNP로 보강할 때 기저재료와의 접

촉면적이 큰 GNP를 적게 사용할 경우 접촉면적이 적

은 GNP를 많이 사용할 때보다 기본 진동수는 커진다. 
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