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1. 서  론

임의 형상 음향 공동의 고유치를 추출하기 위해 일반

적으로 사용되는 수치 해석 기법은 유한요소법(1~3)과 경

계요소법(4~6)이다. 이들 기법들은 각각 해석 대상 영역의 

내부 또는 경계를 노드들로 분할한 후 노드들 사이에는 

보간함수를 사용하는데, 이 보간함수가 지배방정식을 만

족하지 않기 때문에 해의 정밀도 면에서 한계를 가진다. 

필자는 이러한 단점을 극복하기 위해, NDIF법

(non-dimensional dynamic influence function meth-
od, 무차원 동영향 함수법)을 처음으로 개발하여 임의 

형상 음향 공동의 고유치 해석에 적용하였다(7). NDIF
법은 해석 대상 영역의 경계만을 보간 함수 없이 노드

로만 이산화하며, 사용되는 기저 함수가 지배 방정식

을 정확히 만족하기 때문에, 해의 수렴성과 정밀도

가 매우 우수한 장점을 가진다. 필자는 최근까지 임

의 형상 음향 공동에 대한 NDIF법의 해석 효율성을 
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ABSTRACT

A modified NDIF method for highly accurate eigenvalue analysis of arbitrarily shaped two-dimen-
sional acoustic cavities is proposed in the paper. The original NDIF method has the weak point of 
not extracting lower-order eigenvalues when the number of nodes increases to obtain more accurate 
eigenvalues. It turns out in the study that this weak point is because the system matrix of the 
acoustic cavity of interest becomes ill-conditioned and doesn’t have full rank. The paper proposes a 
practical way to extract eigenvalues and mode shapes of acoustic cavities in the entire frequency 
range by means of calculating accurately the determinant of the system matrix ill-conditioned in the 
low frequency range. It is confirmed through the example study for the circular acoustic cavity hav-
ing an exact solution that eigenvalues and mode shapes obtained by the proposed method using only 
32 nodes agree exactly with the exact solution although eigenvalues obtained by ANSYS using 2840 
nodes have some errors with respect to the exact eigenvalues.
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올리기 위한 일련의 연구 결과들을 발표하였다(8~10). 
그런데, 음향 공동에 대한 보다 정확한 고유치와 고

유모드 형상을 얻기 위해 노드의 수를 증가시킬 경우, 
저차 고유치들이 추출되지 않는 문제점이 NDIF법에

서 발생함이 확인되었다.
한편, 필자는 최근에 NDIF법을 멤브레인에 적용하

여 노드 증가 시 저차 고유치가 추출되지 않는 문제

점의 원인을 분석하고 이를 극복하기 위한 다양한 방

안을 제시하였다(11). 이 논문에서는 멤브레인에 대한 

연구 결과(11)를 음향 공동에 응용/확장하여, 노드 수

가 증가하더라도 저주파수 고유치를 포함한 전체 고

유치를 추출할 수 있는 새로운 기법이 제안된다. 제

안된 방법의 타당성과 정확성은 엄밀해를 가지는 원

형 음향 공동에 대한 예제 연구를 통해 검증되어진다.

2. NDIF법 이론

2.1 지배방정식과 경계조건

Fig. 1과 같은 임의 형상 음향 공동의 고유치 해석

에 대한 지배방정식은 식 (1)과 같이 헬름홀츠 방정

식(Helmholtz equation)의 형태를 가진다(12).

∇rr  (1)

여기서 r은 음향 공동 내부의 한 점 P에 대한 위치 

벡터를 의미(Fig. 1)하고, r은 음향 공동 내부의 한 

점 P에서의 음압(sound pressure)을 나타내며, 는 

파수(wavenumber)이다. 그리고 강체벽 음향 공동의 

경계 조건은 다음과 같이 주어진다(12).

r   (2)

여기서 r는 음향 공동 경계 상의 한 점에 대한 위치 벡

터이며, n은 경계에서의 법선 방향을 의미한다(Fig. 1). 

2.2 음향 공동 내부 음압 가정과 경계 조건 

이산화

NDIF법을 적용하기 위하여 Fig. 1과 같이 음향 공

동의 경계는 N개의 노드들 …으로 이산화 

된다. 그리고 음향 공동 내부 음압 r은 각각 경계 

노드들에서 정의된 무차원 동영향 함수들의 선형 결

합으로 다음과 같이 가정된다(7).

r r  r (3)

여기서 는 제1종 0차 베셀 함수를 나타내며, 벡터 r는 경계 Γ에 위치한 s번째 노드에 대한 위치 벡터

를 의미하고, 는 s번째 노드에서 정의된 무차원 동

영향 함수의 기여도를 나타내는 기여도 계수이다.
음향 공동의 경계를 따라 연속적으로 주어진 강체

벽 경계 조건 식 (2)는 다음과 같이 경계 노드에 대한 

식으로 이산화된다.

 rr      ⋯ (4)

여기서, r와 는 강체벽 경계에 놓인 노드 에 대

한 위치 벡터를 각각 의미한다.

2.3 시스템 행렬 추출

앞에서 가정한 음압 식 (3)을 이산화된 강체벽 경

계조건 식 (4)에 대입하면 다음의 식을 얻을 수 있다. 

  r r    ⋯,  (5)

식 (5)에서 법선 방향 에 대한 미분을 수행하면, 식 (5)
는 다음과 같이 된다.

 r r r r   ⋯  (6)

여기서 은 제1종 1차 베셀 함수를 나타낸다. 식 (6)
을 행렬식의 형태로 정리하면 식 (7)과 같이 나타낼 

수 있다.

Fig. 1 Arbitrarily shaped, 2-D acoustic cavity dis-
cretized with boundary nodes …
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SMA  (7)

여기서 SM는 NDIF법에서의 시스템 행렬이고, A는 

기여도 벡터이다. 시스템 행렬 SM의 번째 행과 
번째 열 위치에 있는 성분은 다음의 식에 의해 주어진다.

SM  r r∂∂ r r (8)

또한, 기여도 벡터 A의 번째 성분은 로 주어진다.
음향 공동의 고유치는 식 (9)와 같이 시스템 행렬

의 판별식이 0을 만족하는 파수(wavenumber) 값에 

의해 구해진다.

det SM  (9)

하지만, 식 (9)에 의해 구해진 고유치들 속에는 음향 

공동과 동일한 형상을 가지는 멤브레인의 고유치들에 

해당하는 허위 고유치들(spurious eigenvalues)이 포함

되어 있다(7). 그래서, 허위 고유치를 제거하기 위하여 

식 (10)과 같이, 식 (9)의 양변을 멤브레인 시스템 행렬 SMmem의 판별식 값으로 나눈 방법에 의해, 허위 

고유치가 배제된 음향 공동의 고유치를 구할 수 있다(7).

det SMnet≡detSMmemdet SM   (10)

아울러, 음향 공동의 고유모드 형상은 위에서 구해진 

고유치를 식 (7)의 시스템 행렬에 대입하여 얻은 고유

벡터를 식 (3)에 대입하는 방법에 의해 그려질 수 있다.

3. 노드 수 증가 시 발생하는 

문제점 분석 및 새로운 기법 제안 

3.1 원형 음향 공동의 고유치 추출 문제점 

NDIF법에서 노드 수를 증가시킬 경우 고유치 추출 

정확성(수렴성 포함)과 부가적인 문제점을 확인하기 위

해, Fig. 2와 같은 엄밀해가 존재하는 원형 음향 공동을 

고려하였다. Fig. 2에서 알 수 있듯이, 원형 음향 공동

의 경계는 16개와 32개 노드로 각각 이산화되었다. 
Fig. 2의 이산화 모델에 NDIF법을 적용하여, 식 

(10)의 좌변에 해당하는 시스템 행렬의 판별식 값 det SMnet을 파수 의 함수로 판별식 곡선을 

그리면 Fig. 3과 같다. Fig. 3에서 점선은 Fig. 2 (a)의 

16노드로 이산화된 경우이고, 실선은 Fig. 2 (b)의 32 
노드로 이산화된 경우이다.

16노드를 사용한 점선 판별식 곡선에서 총 8개의 고

유치 C1 ~ C8이 구해졌으며, 이들 고유치들은 Table 1의 
두번째 열에 요약되었다. Table 1에서 이들 고유치들 

중에 일곱 번째 고유치(C7)를 제외한 나머지 7개 고

유치들은 엄밀해(13)와 정확히 일치하는 것을 확인할 

수 있다. 이 일곱 번째 고유치를 엄밀해에 수렴시키

기 위해 노드의 개수를 2배로 증가시켜 32개의 노드

로 음향 공동을 이산화 시켰다. 이 경우에 대한 판별

식 곡선은 Fig. 3의 실선에 해당된다. 실선 판별식 곡

(a) 16 nodes 

(b) 32 nodes

Fig. 2 Circular acoustic cavity of unit radius dis-
cretized with 16 and 32 boundary nodes, re-
spectively 
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선에서 총 4개의 고차 고유치 C5 ~ C8만이 구해졌으

며, 이들 고유치들은 이들 고유치들은 Table 1의 세번

째 열에 요약되었다. 참고로, Fig. 3에서 M 1 ~M 5는 

음향 공동과 같은 형상을 가진 멤브레인의 고유치를 

의미하며, 이들 고유치들은 허위고유치(spurious ei-
genvalue)로 불리어진다.

Fig. 3의 실선 판별식 곡선의 저주파수 영역에서 곡선이 

불규칙적으로 발산하는 원인은 다음 절에서 규명되어 진다.

Table 1에서 16개 노드를 사용한 경우 일곱 번째 

고유치 값은 6.4160으로 엄밀해 6.4156과 0.0062 %의 

오차를 가지나, 32개의 노드를 사용한 경우 일곱 번째 

고유치 값은 엄밀해에 정확히 수렴했음을 알 수 있다. 
위와 같이, NDIF법은 노드 수를 증가시키면 고유치가 

엄밀해에 수렴하는 장점을 가지는 것으로 확인되나, 
반면에 저차의 고유치가 구해지지 않는 단점도 가지

고 있음을 확인할 수 있다. 이 논문에서는 이러한 단

점을 극복하기 위한 새로운 기법을 제안하고자 한다.
한편, Table 1에서 2840개의 많은 노드를 사용한 

ANSYS에 의해 구해진 고유치들을 엄밀해와 비교해

보면, NDIF법이 적은 개수의 노드를 사용했음에도 

불구하고 NDIF법의 정확성이 ANSYS에 비해 우수

함을 확인할 수 있다.

3.2 저주파수 영역 발산 문제점 해결 방안

일반적으로, 어떤 정사각 행렬 M의 판별식은 행렬 M
의 고유치들의 곱으로 식 (11)과 같이 구해질 수 있다(14).

det M   (11)

여기서 S는 행렬 M의 크기, 는 행렬 M의 i번째 

고유치이며 다음의 대소 관계를 만족한다.

〉〉⋯〉〉⋯〉 (12)

여기서 R은 행렬 M의 랭크(rank)이며, 행렬 M이 불

량 조건 행렬(ill-conditioned matrix)이 아니라면 R=S
를 만족한다. 만약 행렬 M이 불량 조건 행렬이라면, 보다 작은 고유치   … 은 무의미한 값

을 가지게 된다. Fig. 3의 실선 판별식 곡선이 저주파

수 영역에서 발산하는 이유는, 저주파수 영역에서 시

스템 행렬이 불량 조건 행렬이 되어 무의미한 고유치

들(  … )이 시스템 행렬의 판별식 계산 

때 곱해졌기 때문인 것으로 추정된다. 이 추정의 타당

성을 확인하기 위해, Fig. 2 (b)의 음향 공동에 대한 시

스템 행렬의 랭크 곡선을 Fig. 4의 실선과 같이 구하였

다. 이 랭크 곡선을 살펴보면, 파수가 약 4.9 이하인 저

주파수 영역에서는 랭크 값이 32보다 작아서(즉, R < S), 
시스템 행렬이 불량 조건 행렬이 되었음을 확인할 수 

있다. 참고로, Fig. 4에서 점선은 음향 공동과 같은 형

상을 가진 멤브레인의 시스템 행렬 랭크 곡선이다. 
이 논문에서는 판별식 곡선이 발산하는 문제점을 

Fig. 3 Determinant curve for the circular acoustic cavity 
(dotted line: 16 nodes, solid line: 32 nodes)

Table 1 Eigenvalues of the circular acoustic cavity 
by NDIF method, the exact solution(13), and 
ANSYS (parenthesized values denote errors 
(%) with respect to the exact solution)

NDIF method exact 
solution(13)

ANSYS
(2840 
nodes)16 nodes 32 nodes

C1
1.8412

(0.0000) None 1.8412 1.8412
(0.0000)

C2
3.0542

(0.0000) None 3.0542 3.0542
(0.0000)

C3
3.8317

(0.0000) None 3.8317 3.8317
(0.0000)

C4
4.2012

(0.0000) None 4.2012 4.2012
(0.0000)

C5
5.3176

(0.0000)
5.3176

(0.0000) 5.3176 5.3176
(0.0000)

C6
5.3314

(0.0000)
5.3314

(0.0000) 5.3314 5.3315
(0.0019)

C7
6.4160

(0.0062)
6.4156

(0.0000) 6.4156 6.4157
(0.0016)

C8
6.7061

(0.0000)
6.7061

(0.0000) 6.7061 6.7062
(0.0015)
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해결하기 위해, 위에서 설명한 무의미한 고유치들을 

판별식 계산 때 제외시키는 방안을 사용하고자 한다. 
이를 위해, 판별식 계산식 식 (10)의 좌변은 식 (11)
에 의해 다음과 같이 우선 변형한다. 

det SMnetk≡detSMmemdet SM  
  

(13)

여기서 와 은 각각 SM와 SM (mem)의 i번째 

고유치를 의미한다. 상술한 바와 같이, 저주파수 영역

에서 시스템 행렬의 판별식 값이 발산하는 이유는, 
Fig. 4에서 랭크 값이 32보다 작은 파수 영역(대략 k
< 4.9)에서 무의미한 고유치들이 식 (13)의 계산에서 

사용되기 때문이다. 이러한 문제점을 해결하기 위해, 
R < S인 저주파수 영역(k < 4.9)에서는 식 (13)을 계

산할 때 곱해지는 고유치들의 개수가 최소 랭크 값과 

같도록 식 (13)을 식 (14)와 같이 변형한다. 

det SMnet







min 
 min    

 
     ≥ 

 (14)

Fig. 4 Rc and Rm for the acoustic cavity and mem-
brane discretized using 32 nodes 

Fig. 5 Determinant curve for the circular acoustic 
cavity discretized using 32 nodes, plotted by 
Eq. (14)

(a) 1st mode (b) 2nd mode 

(c) 3rd mode (d) 4th mode 

(e) 5th mode (f) 6th mode 

(g) 7th mode (h) 8th mode 

Fig. 6 Mode shapes obtained by the proposed meth-
od using 32 nodes  
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여기서 min()와 min()는 각각 SM와 SM (mem)의 

랭크의 최소값을 의미하며, 는 SM이 더 이상 발산

하지 않는 파수의 최소값을 의미한다. 참고로, 32개 

노드로 이산화된 원형 음향 공동의 경우, min() =

19, min() = 19,  = 4.9이다. 
식 (14)를 이용하여 32개 노드로 이산화된 원형 음

향 공동(Fig. 2 (b))에 대한 판별식 곡선을 그리면 Fig. 5
와 같다. 이 판별식 곡선과 Fig. 3의 실선 판별식 곡선

을 비교해보면, 식 (14)를 사용하는 새로운 기법이 저

주파수 영역에서 판별식 곡선이 발산하는 문제점을 

성공적으로 해결해 줌을 확인할 수 있다. Fig. 5로부

터 추출된 고유치 C1 ~ C8은 Table 1의 엄밀해와 정확

히 일치함이 확인되었으며, 이로부터 제안된 기법은 

해의 정확성 측면에서도 우수하다고 말할 수 있다. 
Fig. 5에서 추출한 원형 음향 공동의 j번째 고유치 

Cj를 SM에 대입한 SM로부터 j번째 고유벡

터 V를 식 (15)와 같이 구할 수 있다.

V  V V ⋯V  (15)

이 고유벡터의 성분 V V ⋯V 을 식 (3)의 기

여도 계수에 대입하면, 식 (16)과 같이 j번째 고유모

드 형상 식이 구해진다. 

r   r  r (16)

식 (16)으로부터 1차부터 8차까지 8개의 고유모드 

형상이 Fig. 6과 같이 성공적으로 추출되었으며, 이들 

형상들은 2840개의 많은 노드를 사용한 Fig. 7의 

ANSYS 결과와 정확하게 일치함을 확인할 수 있다. 

4. 결  론

이 논문에서는 음향 공동의 고유치 해석 시 노드의 

개수를 증가시킬 경우 저주파수 영역의 고유치가 추

출되지 않는 NDIF법의 문제점을 개선하는 새로운 기

법이 제안되었다. 제안된 방법에 의해 저주파수 영역

을 포함한 전체 관심 주파수 영역에서의 고유치와 고

유모드가 성공적으로 추출됨이 엄밀해를 가지는 원형 

음향 공동에 대한 예제 연구를 통해 검증되었다. 이

어지는 논문에서는 제안된 방법을 다양한 형상의 음

향 공동에 적용하는 연구가 진행될 예정이다.

후  기

이 연구는 한성대학교 교내학술연구비 지원 과제임.

(a) 1st mode (b) 2nd mode 

(c) 3rd mode (d) 4th mode 

(e) 5th mode (f) 6th mode 

(g) 7th mode (h) 8th mode 

Fig. 7 Mode shapes obtained by ANSYS using 2840 
nodes 
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