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스프링 양단 지지 케이블의 고유진동 해석을 위한 

허용함수와 준 비교함수의 선택에 대한 고찰
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ABSTRACT

Natural vibration analysis of cables is required in various fields, such as transmission lines and el-
evator ropes. Actual cables are often non-uniform. Because an exact solution is difficult to calculate 
in this case, an approximate solution must be calculated through numerical analysis. It is important 
to define the admissible function in the assumed method, which is widely used among numerical 
analysis methods. However, selecting an admissible function for a problem in which only geometric 
boundary conditions exist, such as spring-end support cable, is difficult. In this study, we propose 
the admissible and quasi-comparison functions for the addressed problem and compare the results to 
the finite element method results. This study can be used for the analysis of various structures in 
which cables are used.
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 : 위치 에너지 : 비보존력에 의한 일 : 길이방향 무차원 변수()
1. 서  론

진동 해석이 필요한 구조물들은 대부분 연속계이

다. 연속계의 대표적인 예로는 봉(bar), 보(beam), 평

판(plate), 케이블(cable) 혹은 스트링(string)이 있다. 
이러한 연속계는 복잡한 구조물의 고유진동 해석의 

기초가 되기 때문에 중요하다. 그중 케이블의 경우 

송전선, 엘리베이터의 로프, 기계에 사용되는 벨트 등

을 표현하는데 사용되기 때문에 다양한 경우의 케이

블 진동 해석은 많은 구조물의 진동 해석에 기초 연

구로써 사용되고 있다. Rao(1)는 변분법을 사용해 스

트링의 운동방정식을 유도하고, 다양한 경우의 경계

조건을 소개했다. Lee and Park(2)은 길이가 변하는 

현에 대해 이동파 방법을 사용하여 운동방정식과 고

유진동수의 엄밀해를 계산했다. Shin 등(3)은 축방향

으로 이송되는 현의 운동방정식을 유도하기 위해 기

하학적 비선형성을 고려하여 von Karman 변위-변형

률 관계식과 확장 해밀턴 원리를 사용했다. 
수학적으로 엄밀해를 구하게 되면 모든 변수에 대

해 정답을 계산할 수 있게 된다. 즉, 해당 문제에 대

한 통찰력을 제공하기 때문에 많은 연구가 엄밀해를 

구하기 위해 진행되었다. 하지만 엄밀해를 구할 수 

있는 경우는 매우 한정적으로, 강성과 질량이 균일하

게 분포되어 있는 균일한 구조물이어야 한다. 실제 송

전선의 경우 스톡브릿지 댐퍼(stock bridge damper)와 
같은 추가적인 질량이 부착되는 경우가 많다. 엘리베

이터의 로프는 다양한 장치들이 부착되어 있어 균일

한 케이블로 볼 수 없다. 예인음탐케이블은 4종류의 

단면으로 구성되어 엄밀해 계산이 어렵다. 이런 경우

에는 수치해석법으로 근사해를 계산해야 한다. 수치

해석법으로는 대표적으로 Rayleigh-Ritz 방법, 가정모

드법(AMM, Assumed mode method), 유한요소법

(FEM, Finite element method)이 있다. 
먼저 유한요소법은 Rayleigh-Ritz 방법에 기반을 

두고 있는 방법이다. 하지만 시스템을 여러 요소로 

나누어 전역함수가 아닌 국부함수를 사용한다는 것이 

Rayleigh-Ritz 방법과 가정모드법과의 차이점이다. 많
은 요소로 나눌수록 정확도가 증가하기에 많은 계산

량이 필요하지만 단순한 함수를 사용하기 때문에 컴

퓨터를 사용한 계산에 매우 적합하다. 따라서 컴퓨터

의 발달과 더불어 주목을 받게 된 수치해석법이다.
가정모드법과 Rayleigh-Ritz 방법은 자유진동 문제

의 경우 동일한 운동방정식이 유도된다. 그러나 강제

진동 응답 계산까지 고려한다면 가정모드법이 유리하

다(4). 가정모드법은 수치해석법임에도 불구하고 수학

을 사용하는 정성적인 방법에 가깝기 때문에 의미가 

있는 방법이다. 가정모드법에서 근사해의 정확도는 

허용함수의 선택에 좌우된다. 사용가능한 허용함수에

는 3가지가 있다. 첫번째는 미분 방정식과 경계조건

을 모두 만족하는 고유함수, 두번째는 경계조건만 만

족하는 비교함수, 마지막은 기하학적인 경계조건만 

만족하는 허용함수이다. 여기서 경계조건은 기하학적 

경계조건과 동역학적 경계조건으로 구성되어 있다. 
기하학적 경계조건은 변위나 기울기에 대한 경계조건

을 의미한다. 동역학적 경계조건은 힘이나 굽힘 모멘

트에 대한 경계조건을 의미한다. 일반적으로 가정모

드법의 허용함수로 기하학적 경계조건을 만족하는 균

일한 시스템의 고유함수를 사용한다. Talib 등(5)은 양 

끝이 고정된 송전선에 스프링 스페이서가 연결되어 

있는 경우의 진동 해석을 위해 에너지 방법과 가정모

드법을 사용했다. Koo 등(6)은 스톡브릿지 댐퍼가 장

착된 양 끝 고정 송전선의 진동해석을 위해 가정모드

법을 사용했다. 두 연구 모두 허용함수로 양 끝 고정 

균일 스트링의 고유함수를 사용했다. Yang 등(7)은 건

물과 승강기 로프의 연성 진동을 해석하기 위해 가정

모드법과 해밀턴 원리를 함께 사용했다. 로프의 허용

함수로 양 끝 고정 균일 스트링의 고유 함수를 사용

했다. 이처럼 가정모드법은 복잡하고 불균일한 구조

물에 대한 근사해를 제공한다.
지금까지의 연구들은 적어도 하나의 기하학적 경계

조건을 갖는 구조물에 대해서만 가정모드법을 사용했

다. 양 끝단이 모두 스프링으로 지지되어 있는 케이블

은 동역학적 경계조건만을 가지고 있기 때문에 허용함

수의 설정이 어려워 이에 대한 연구는 아직 이루어지

지 않았다. 이런 경계조건은 송배전선에서 나타난다. 
이 연구에서는 양 끝단이 스프링으로 지지되어 있

는 케이블이 균일하지 않아 엄밀해를 구할 수 없는 

경우에 가정모드법을 사용해 고유진동 해석을 진행하

기위해 두가지 형태의 허용함수를 제안한다. 유한요

소법과 결과를 비교함으로써 타당성을 조사한다.
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2. 엄밀해

2.1 스프링 지지 케이블

이 연구에서 다루고자 하는 시스템은 Fig. 1과 같

다. x축 방향이 그림에서 보이는 바와 같을 때, x축으

로 길이가 Lc인 케이블이 강성 k1, k2를 가지는 스프

링으로 양 끝단이 지지 되어있고, 수직방향으로 u의 

변위를 가진다. 케이블의 단위 길이당 질량은  , 케
이블 내부 장력은 Tc를 사용해 표현했다.

2.2 확장 해밀턴 원리

수치해석 방법에 대한 연구를 진행하기 앞서, 수치

해석 방법의 정확도를 확인하기 위해 엄밀해를 계산

했다. 엄밀해 계산을 위해 균일한 케이블이라는 가정

을 사용했고, 확장 해밀턴 원리를 사용하여 운동방정

식과 초기 조건을 유도했다. Fig. 1의 케이블의 운동 

에너지와 위치 에너지는 각각 식 (1), 식 (2)와 같다.

   (1)

      
(2)

여기서 ∙는 시간에 대한 미분을 나타낸다. 식 (1)과 

식 (2)를 사용해 표현한 라그랑지안( )은 식 

(3)과 같다.

            (3)

라그랑지안은 라그랑지안 밀도 함수 를 사용해 

식 (4)와 같이 표현 가능하다.

   (4)

따라서 식 (3)과 식 (4)를 비교하면 라그랑지안 밀

도 함수는 다음과 같다.

           (5)

확장 해밀턴 원리는 다음과 같다.    ≤ ≤at     (6)

여기서 은 변분을 의미하고, 는 비보존력에 의

한 일을 의미한다. 케이블에 분포하중 f(x, t)이 작용

한다고 하면 비보존일은 다음과 같다.

   (7)

식 (5)와 식 (7)을 확장 해밀턴 원리인 식 (6)에 대

입하고 정리하면 다음과 같은 식이 계산된다.

     
(8)

가상변위 가 임의의 값을 가지기에 식 (8)이 성

립하기 위해서는 적분의 내부 부분이 0이 되어야 하

고, 이로부터 운동방정식과 경계 조건을 유도할 수 

있다. 운동방정식은 다음과 같다.

    (9)

경계 조건은 다음과 같다.

         (10)

이 연구에서는 케이블의 고유 특성에 대해 살펴보고Fig. 1 Spring-supported cable 
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자 자유 진동의 상태라고 가정했다. 길이 방향으로 무

차원화 해주기 위해   라는 변수를 도입했다. 운
동방정식 및 경계 조건을 다시 표현하면 다음과 같다.


 

 
 ″ (11)

         
 (12)

여기서 '은 에 대한 미분을 나타낸다. 변수분리법을 

사용해 다음과 같이  를 와 t에 대한 함수로 

각각 분리할 수 있다.

  (13)

변수분리법을 적용해 식 (11)과 식 (12)를 다시 표

현하면 다음과 같다.

 
  ″

 (14)

  ′   ′  (15)

식 (14)가 변수  , t에 상관없이 항상 식이 성립하고, 
진동하는 시스템이기 위해서는 다음과 같아야 한다.

 
  ″  (16)

여기서 는 x방향으로의 케이블 고유 진동수를 의미

한다. 식 (16)을 두개의 식으로 분리하여 얻은 상미분 

방정식의 일반해 형태는 다음과 같이 표현된다.

sincos (17)

sincos (18)

여기서

 
  (19)

식 (17)의 A와 B는 초기조건으로부터, 식 (18)의 C와 

D는 경계조건으로부터 계산된다. 경계조건 식 (15)에 식 

(18)을 대입하면 다음과 같은 결과를 얻을 수 있다.

  cos sin   (20)

여기서

      (21)

으로 무차원화된 시스템의 특성을 의미한다. 식 (20)
으로부터 를 계산하면 스프링 지지 케이블의 고유

모드는 다음과 같다.

  sincos (22)

여기서 는 i번째 고유모드를 의미하고, 는 i번째 

고유진동수에 대한 를 의미한다.
이처럼 엄밀해를 구하는 과정은 복잡하고 특수한 

경우에만 구할 수 있다. 수치해석법을 사용해 근사해

를 구하는 방법은 다음과 같다. 

3. 가정모드법을 사용한 근사해

이 연구에서는 수치해석 방법으로 가정모드법과 

유한요소법을 사용했다. 두 방법은 모두 연속계를 다

자유도 이산계로 이산화하여 문제를 해결한다. 가정

모드법의 정확도는 허용함수 선택에 영향을 받는다. 
이 연구에서는 허용함수와 비교함수에 준하는 준 비

교함수를 사용했다. 허용함수는 기하학적인 경계조건

을 만족하는 함수이다. 준 비교함수는 Meirovitch와 

Kwak(8)에 의해 소개되었는데, 각각의 함수들은 동역

학적 경계조건을 만족하지 않지만, 함수들의 결합은 

동역학적 경계조건을 만족하게 되면서 비교함수에 가

까운 성질을 갖는 함수를 의미한다. 
가정모드법을 사용해 근사해를 구하는 방법은 다

음과 같다. 먼저 식 (1)의 운동에너지와 식 (2)의 위

치에너지를 를 사용해 x에 대해 무차원화하고 다음

의 가정모드법을 적용한다.

Φ q (23)

여기서 Φ  는 케이블 변위에 대한 허용함수 로 

이루어진 ×크기의 행렬이다. q는 케이블 변위

에 대한 일반화된 좌표 로 구성된  ×크기의 

벡터이다. 는 케이블 변위에 대한 허용함수의 개수

를 의미한다. 즉 다음과 같다.
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Φ  ϕ ϕ ⋯ϕ   (24a)

q   ⋯  (24b)

가정모드법을 적용해 이산화한 운동에너지와 위치

에너지는 다음과 같다.

  qMq  (25)

   qKq  (26)

여기서

M Φ Φ (27)

M Φ Φ Φ Φ  Φ Φ 
(28)

자유진동일 때의 라그랑지 방정식(Lagrangian 
equation)은 다음과 같다.

 qL qL   (29)

Mq Kq    (30)

q q을 식 (30)에 대입하면 다음과 같은 방

정식을 얻을 수 있다. 

KMq   (31)

식 (31)의 고유치문제를 풀면 를 계산할 수 있는

데, MK행렬이 식 (27), 식 (28)에서와 같이 허용함

수로 표현되어 있기 때문에 식 (31)의 고유치문제를 

풀기 위해서는 허용함수를 먼저 설정해야 한다.

3.1 허용함수를 사용한 가정모드법

먼저 허용함수로 기하학적인 경계조건을 만족하는 

허용함수를 사용했다. Fig. 1의 기하학적 경계조건은 

다음과 같이 표현할 수 있다.

ϕ≠ ϕ≠ (32)

이 연구에서는 끝점이 고정된 균일한 케이블의 고유

함수를 끝점에서 만큼을 제외한 함수로 수정해 허용

함수로 사용했다. 수식으로 표현하면 식 (33)과 같다.

ϕ sin   ⋯ (33)

허용함수를 도식화하면 Fig. 2와 같다.  로 작게 설정하여 4차 허용함수까지 그래프

로 표현하면 Fig. 3와 같다. 여기서 값의 선택이 수

치해석의 정확도에 영향을 준다. 를 0에서부터 0.1
씩 증가시키며 를 계산하고 엄밀해인 exact와 비교

하여 적절한 의 값을 찾고자 했다. 그 결과 0에 가

까운 아주 작은 에서는 의 오차가 컸지만, 1에 가

까운 에서는 의 정확도가 매우 높아짐을 확인했

다.   로 크게 설정하여 4차 허용함수까지 그래프

로 표현하면 Fig. 4와 같다. 
이는 끝이 고정된 케이블의 고유함수와는 다른 형상

을 보여준다. 기존 고유함수의 1차 고유모드가 Fig. 4의 

(c)와 같이 허용함수의 3차 모드에서 나타나기 시작한

다. 허용함수의 1차, 2차 허용함수는 마치 상수, 직선 

Fig. 2 Admissible function 

(a) 1st mode (b) 2nd mode

(c) 3rd mode (d) 4th mode

Fig. 3 1st ~ 4th admissible function (α = 0.1)
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함수의 형태와 비슷하다. 이러한 함수가 추가되었는데 

오히려 정확도가 높아진 이유는 준 비교함수에 가까워

졌기 때문이다. 단, 가 1에 가까워질수록 수렴 안정성

에서 문제가 발생할 가능성이 커지는 문제가 발생했다. 
이와 같이 허용함수는 의 선택이 정확성과 수렴 

안정성에 영향을 주게 된다. 해석 결과값이 안정적으

로 수렴하는 한에서 를 크게 설정해주는 방법이 있

지만, 이는 추가적인 계산 과정이 필요하기 때문에 

다음과 같은 준 비교함수를 제안한다. 

3.2 준 비교함수를 사용한 가정모드법 

준 비교함수는 각각의 함수들은 동역학적 경계조

건을 만족하지 않지만, 함수들의 결합은 동역학적 경

계조건을 만족하게 되면서 비교함수에 가까운 성질을 

갖는 함수를 의미한다. 이 연구에서 사용한 준 비교

함수는 다음과 같다. 

ϕ  (34a)

ϕ  (34b)

ϕ sin  ⋯ (34c)

첫 번째 허용함수는 스프링이 같은 방향으로 변형

되었을 때의 형상을 의미하는 1이라는 상수 값을 사용

했고, 두 번째 허용함수는 스프링이 반대 방향으로 변

형되었을 때의 형상을 의미하는 1차 함수를 사용했다. 

세 번째 이후의 허용함수는 끝이 고정된 균일 케이블

의 고유 함수이다. 4차까지의 준 비교함수를 그래프로 

표현하면 Fig. 5와 같다. 
이 연구에서 도입한 준 비교함수는 양단의 변위가 

0인 함수와 강체 모드가 결합된 형태라고 할 수 있다. 

4. 유한요소법을 사용한 근사해

유한요소법은 Fig. 6과 같이 구조물을 작은 요소로 

나눈 후 각 요소에 대해 간단한 형태의 국부함수를 

사용한다. 유한요소법에서 사용된 함수를 수식으로 

표현하면 다음과 같다.

   (35a)

(a) 1st mode (b) 2nd mode

(c) 3rd mode (d) 4th mode

Fig. 4 1st ~ 4th admissible function (α = 1)

(a) 1st mode (b) 2nd mode

(c) 3rd mode (d) 4th mode

Fig. 5 1st ~ 4th quasi-comparison function

Fig. 6 Local function of finite element analysis 
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       (35b,c)

여기서 아래 첨자 i는 요소의 순서, 는 i번째 요소의 

변위를 의미한다. l은 요소의 길이를 의미하고, 는 

요소의 개수를 의미한다. 식 (35)를 사용해 식 (1), 식 

(2)를 각 요소에 대해 다시 표현하면 다음과 같다.

     uM u (36)

     uK u        (37)

여기서

u    M   

   K      (38)

유한요소법은 각 요소에 대해 계산한 후 조립하는 

과정이 필요하다. 요소들이 순차적으로 연결되어 있

기에 Fig. 7과 같이 조립된다. 
유한요소법 또한 질량행렬과 강성행렬을 사용해 다

음의 고유치문제를 해결함으로써 를 계산할 수 있다. 

KMu  (39)

5. 해석 결과 

수치해석으로 구한 근사해와 수학으로 구한 엄밀해

를 비교하여 수치해석의 정확성을 비교해보기 위해서 

균일한 케이블이라고 가정했다. 두 가지 함수를 사용

한 가정모드법과 유한요소법으로 계산한 와, 해밀턴 

원리를 사용해 구한 엄밀해인 exact을 비교했다. 해석

에는 Tc = 2000 N, k1 = 100 N/m, k2 = 200 N/m, Lc =

1 m,  = 1 kg/m의 값을 사용했다. 양 끝단이 비대칭

의 형상을 가지게 함으로써 대칭의 경우보다는 특수

한 경우에 대해 결과를 비교해 보고자 양 스프링 상수

를 다르게 설정했다. 
Table 1은 허용함수 개수나 요소의 개수에 따른 수

치해석으로 계산한  을 정리한 표이다. n은 가정

모드법의 경우 허용함수의 개수를, 유한요소법의 경우 

요소의 개수를 의미한다. 이는 가정모드법과 유한요소

법의 수렴성 및 정확성을 보여준다. AMM-A는 허용

함수를 사용한 가정모드법을, AMM-Q는 준 비교함수

를 사용한 가정모드법을, FEM은 유한요소법을 의미

한다. 추가적으로 Fig. 8과 같이 n의 범위를 증가시켜 의 오차율을 확인함으로써 수렴 안정성을 확인했다.Fig. 7 Assembly of mass and stiffness matrix 

Table 1 Comparison exact  and approximate  (exact solution:)  = 0.38412,  = 3.18862

 


AMM-A 
( )

AMM-A 
( ) AMM-Q FEM AMM-A 

( )
AMM-A 
( ) AMM-Q FEM 

1 2.16162 0.47644 0.38730 0.38651 - - - - 
2 2.16162 0.47593 0.38651 0.38471 4.43825 3.30995 3.52854 3.52845 
3 1.95002 0.38555 0.38415 0.38438 4.43825 3.30986 3.52843 3.34041 
4 1.95002 0.38553 0.38415 0.38427 4.11732 3.18885 3.20310 3.27370 
5 1.65419 0.38413 0.38413 0.38422 4.11731 3.18885 3.20310 3.24294 
6 1.65418 0.38413 0.38413 0.38419 3.78940 3.18862 3.19196 3.22629 
7 1.30483 0.38412 0.38412 0.38417 3.78939 3.18862 3.19196 3.21627 
8 1.30479 0.38412 0.38412 0.38416 3.52055 3.18862 3.18987 3.20978 
9 0.97332 0.38412 0.38412 0.38415 3.52055 3.18862 3.18987 3.20533 

10 0.97327 0.38412 0.38412 0.38414 3.34890 3.18862 3.18921 3.20215 
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식 (20)으로 계산한  의 엄밀해인 0.38412, 
3.18862와 비교했을 때   으로 설정한 AMM-A
는 작은 를 설정했기 때문에 안정적으로 수렴하긴 

했지만 가장 느린 수렴성을 보여줬다.   로 설정

한 AMM-A는 큰 를 설정했기에 준 비교함수에 가

까워져 수렴이 빨라졌지만, Fig. 8과 같이 수렴 안정

성이 악화되는 부분이 발생했다. 물론 매우 작은 값

이지만 이런 문제는 고차 에서 더 크게 발생했기 때

문에 결코 무시할 수 없다. 준 비교함수를 사용한 방

법은 안정적이면서도 우수한 수렴성을 보여줬다. 유

한요소법도 좋은 수렴성을 보여줬지만 특히 에 대

해서는 가정모드법 보다는 수렴의 속도가 느렸다. 
결론적으로 정확성, 수렴성, 수렴 안정성을 종합적

으로 비교한 결과 준 비교함수를 사용한 가정모드법

이 가장 적합한 수치해석법으로 생각된다. 

6. 결  론

이 연구에서는 양 끝단이 스프링으로 지지된 케이

블이 불균일하여 엄밀해를 구할 수 없는 경우에 고유

진동을 해석하기 위한 수치해석 방법에 대해 연구하

고, 특히 가정모드법의 적절한 허용함수의 형태를 연

구했다. 수치해석법으로는 가정모드법과 유한요소법

을 사용했고, 각 수치해석법으로 구한 근사해의 정확

성과 수렴성을 확인하고자 확장 해밀턴 원리를 사용

해 구한 엄밀해와 비교했다.
유한요소법의 정밀도는 요소의 개수에 좌우되어 비

교적 많은 계산량이 필요했다. 하지만 유한요소법은 

국부 허용함수 설정이 단순하기에 컴퓨터 연산에 적

합하다는 특징이 있다. 가정모드법은 허용함수의 설정

이 쉽지 않다. 하지만 수치해석법임에도 불구하고 수

학의 정성적인 성질을 가지고 있기에 의미가 있다. 
가정모드법은 허용함수를 사용하여 연속계를 이산

화하는 수치해석방법으로 결과의 정확성에 있어 허용

함수의 선택이 큰 영향을 끼친다. 이 연구에서 다룬 양 

끝단 스프링 지지 케이블은 동역학적 경계조건만을 가

지기 때문에 기존 기하학적 경계조건을 가지는 문제에 

사용하던 가정모드법을 적용하기에는 허용함수 설정에 

어려움이 있었다. 따라서 이 연구에서는 두가지의 함

수를 제안했다. 첫 번째는 기하학적인 경계조건만을 

만족하도록 양끝 고정 케이블의 고유함수를 수정한 허

용함수이다. 두 번째는 여러 허용함수가 결합되었을 

때 비교함수의 성질을 갖는 준 비교함수이다. 양단의 

변위가 0인 함수와 강체 모드가 결합된 형태로 구성되

어 있다. 유한요소법은 구조물을 작은 요소로 나누어 

요소의 변위를 단순한 함수로 표현해준다. 이 연구에

서는 단순한 직선형태의 함수를 사용해주었다. 
수치해석법으로 계산한 값들과 의 엄밀해의 비

교를 통해 각 방법의 수렴성과 정확성을 확인했다. 
먼저 허용함수를 사용한 가정모드법은 값에 따라 

수렴성이 달라졌다. 값이 작은 경우 수렴성이 가장 

느렸고, 값이 1에 가깝게 커지면 정확도가 높아졌

다. 이유는 가 커지면 준 비교함수와 매우 유사해지

기 때문이다. 단, 가 1에 가까워질수록 수렴 안정성

에서 문제가 발생할 가능성이 커지는 문제가 발생했

다. 준 비교함수의 계산 결과는 안정적이면서도 빠르

게 수렴하는 것을 확인했다. 유한요소법은 가정모드

법과 비교하여 수렴성이 낮은 것을 확인했다. 따라서 

이 연구에서 제안한 준 비교함수를 사용하는 가정모

드법이 가장 적합한 수치해석법이라고 판단된다. 
동역학적 경계조건만을 가진 케이블에 대해 이 연

구에서 제안한 허용함수를 사용하면 기존에 사용하지 

못했던 가정모드법으로 고유진동 해석이 가능하다. 
특히 송배전선의 고유진동 해석에 활용될 수 있을 것

으로 판단된다. 

후  기

이 연구는 한국전력공사의 2022년 착수 사외공모 기초

연구 사업에 의해 지원되었음(과제번호: R21XO01-42).

Fig. 8 Error rate  of   according to the n
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