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1. 서  론

자동차, 항공기, 토목구조물 등의 복잡한 구조물에

서 피로파괴를 예방하거나 진동을 억제하는 기술을 

개발하기 위해서는 구조물의 진동 특성을 이해하는 

것이 매우 중요하다. 고분자재료 및 복합재료는 재료

의 감쇠 특성 때문에 진동제어에 많이 적용되고 있다. 
고분자 재료나 복합재료는 탄성과 점성이 혼합된 특

성을 보이므로 이들을 흔히 점탄성 재료라고 일컫는

다. 이러한 특성 때문에 점탄성재료는 공학적으로 다

양하게 응용되고 있다. 그러나 점탄성재료로 만든 구

조물의 정적 및 동적 거동을 연구하기 위해서는 수학

적 모델을 개발해야 하며 모델에 대한 해를 구할 수 

있어야 한다. 
Banks and Inman(1)은 복합재로 만든 보를 모델로 

네 가지의 감쇠 모델을 고려하였다. 즉, 공기점성에 의

한 감쇠(viscous air damping), 재료의 점탄성에 의한 

감쇠(Kelvin-Voigt damping 또는 internal viscous 
damping), 시간이력 감쇠(time hysteresis damping), 
그리고 공간이력 감쇠(spatial hysteresis damping)를 

고려하였다. 이러한 감쇠 모델의 도입으로 인하여 보

의 해석은 더욱 복잡하게 되었다.
전통적으로는 이러한 감쇠를 고려한 문제를 풀기
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ABSTRACT

This paper presents a state space formulation for complex modal analysis of a beam with internal 
viscous damping and air viscous damping. Equation of motion and boundary conditions are derived 
by utilizing the extended Hamilton’s principle, and orthogonal conditions are derived. Decoupled modal 
equations of motion and the relation between initial conditions in modal coordinates and those in 
physical coordinates are obtained by employing the orthogonal conditions. The theory of complex 
modal analysis of continuous systems is applied to a clamped-clamped beam, and the examples for 
the time responses due to initial displacement as well as the responses due to an impulse are exemplified 
in relation to modal damping ratios. 
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위해 비례감쇠(proportional damping)을 가정하였다. 
그러나 왜 비례감쇠를 가정하는지에 대한 일반적인 

물리적 이유는 없으며, 단지 비감쇠의 경우와 같이 

단순화시켜 해석할 수 있기에 사용해왔었다. 그러나 

모드 실험(modal testing)에 의하면 대부분의 실제 구

조물은 비례감쇠계에서의 실수의 고유진동형을 갖는 

것이 아니고 복소 고유진동형(complex mode)을 갖는 것

으로 알려져 있다. 즉, 일반적으로 선형 시스템들은 비례

감쇠가 아닌 비비례감쇠(non-proportional damping)인 
것으로 알려져 있다. 비비례감쇠계에서는 고유값과 고

유진동형들이 실수가 아닐 뿐만 아니라 전통적인 직

교조건을 만족시키기 못하기 때문에 문제 풀이를 더

욱 복잡하게 만든다. 이로 인해 복소 고유값 문제에 

관한 일반적인 수식화에 관한 연구가 계속되고 있다.
Prater and Singh(2)는 비비례 점성감쇠를 갖는 보

의 복소 고유값과 고유진동형을 결정하는 기법을 개

발하였다. Oliveto 등(3)은 양단에 회전 점성감쇠기

(rotational viscous damper)가 부착된 단순지지보의 

복소 고유값과 고유진동형을 수치적 방법을 사용하여 

구하였다. 운동 방정식을 비연성화 시키기 위한 직교

조건을 유도하고 복소 모드 중첩법(complex mode 
superposition method)를 사용하여 양단의 지반으로

부터 가해지는 가속도 충격(acceleration impulse) 및 

조화적 지반 가진(harmonic ground motions)에 대한 

응답을 구하였다. Krenk(4)은 시간에 관해 2계 편미분

방정식인 보의 운동방정식을 상태변수(state variables)
를 사용하여 2개의 1계미분방정식으로 표현하고 변

수분리법을 적용하여 얻은 고유값 문제들(점성감쇠기

가 있는 팽팽한 케이블, 양단에 회전감쇠기가 있는 

단순보)의 파수(wave number)들을 단순반복법을 사

용하여 구하였다. 그리고 케이블의 충격 응답(impulse 
response)과 보의 최적 점성감쇠에 대한 예제를 검토

하였다. 
Gürgöze and Erol(5)은 균일분포 점성감쇠 및 자유

단에서 단일 점성감쇠기가 부착된 외팔보에 대하여 

동적강성법을 적용하여 진동특성값들을 구하고, 시간

에 관해 2계 미분방정식의 운동방정식의 직교조건들

을 구하여 모드좌표계에서의 비연성화된 모드 운동방

정식을 유도하여 복소 주파수 함수와 동적 충격응답

함수를 구하였다. 그러나 가진력에 초점을 둔 분석으

로서 초기조건에 의한 자유진동은 고려하지 않았다. 
Rosa 등(6)은 왼쪽 단이 탄성지지되어 있고 오른쪽 단

에 집중질량이 있으며 임의 위치에 단일 점성감쇠기

가 있는 테이퍼진 보의 복소 고유값을 구하였다. 
Xing 등(7)은 외팔보의 자유단에 점성감쇠기가 부착된 

보에 대해, 실수로 가정한 모드(real assumed-mode 
trial functions)를 사용하여 이산화된 고유값 문제로 

표현하고, 이산화된 고유값 문제의 고유값과 고유벡

터를 구하기 위해 이산화된 고유값 문제를 상태변수

로 표현된 운동방정식을 사용하였다. Svedholm 등(8)

은 비비례 감쇠가 있는 오일러-베르누이 보에서 이동

하중에 의한 보의 동적거동에 관한 이론해를 유도하

였다. 적절한 직교조건을 유도하고 직교조건과 중첩

법을 이용하여 이동 하중에 대한 모드좌표계에서의 2
계 미분 운동방정식과 단위충격 응답함수를 유도하여 

이동 하중에 대한 시간응답을 제시하였다. 그러나 이

동하중에 의한 자유진동해석에 초점을 둔 연구로서 

초기조건에 의한 자유진동은 고려하지 않았다. Singh(9)

는 점탄성 재료로 구성된 이산계 및 연속계의 고유값 

문제에 대한 고유값 및 고유진동형을 계산하는 수치

계산법을 제안하고, 이 방법의 정확성을 보이기 위해 

다자유도의 점탄성 시스템, 점탄성 지지의 축방향으

로 진동하는 봉, 양단 사이에 맥스웰 요소가 있는 단

순지지 보 등에 적용하였다. Zangeneh 등(10)은 양단

이 점탄성 지지된 보의 이동하중에 의한 최대 공진 

응답을 구하기 위해 보의 변위를 단순지지 보의 변위

와 점탄성 지점의 강체변위의 합으로 가정하여 닫힌 

형태로 표현되는 최대 공진 응답의 근사해(closed- 
form approximate expression)를 구하였다. 이들도 초

기에 정지해있는 보의 이동하중에 의한 자유진동을 

다룸으로써 초기조건에 의한 자유진동은 취급하지 않

았다.
위에서 보는 바와 같이 대부분의 연구가 복소 고유

값 문제의 고유값과 고유진동형을 구하거나 충격하중

에 의한 응답을 얻는데 초점을 두고 있다. 그러나 보

의 초기 변형조건에 의한 자유진동을 위한 수식화 및 

응답에 관한 연구는 찾아보기 어렵다. 이는 주어진 

물리적 좌표계에서의 초기조건을 모드좌표계에서의 

초기조건으로 표현하는 것이 점성이 없는 경우(11)에 

비해 간단하지 않기 때문인 것으로 판단된다.
초기조건에 의한 자유진동은 구조물의 거동을 분

석하는데 매우 중요하다. 예를 들면 구조물이 지진하

중을 받는 동안 초기 변위와 속도는 구조물의 응답을 

결정한데 중요한 역할을 한다. 따라서 이 연구에서는 
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점탄성재료로 만든 보가 진동하면서 공기의 점성저항

을 받을 때, 외력에 의한 자유 진동뿐만 아니라 초기

조건에 의한 자유진동의 시간 응답을 얻기 위하여 복

소 모드해석 방법을 정식화한다. 이를 위해 운동방정

식을 비연성화 시키기 위한 직교조건을 유도하고, 직
교조건을 이용하여 모드좌표계의 초기조건을 주어진 

물리적 좌표계의 초기조건으로 표현한다. 그리고 복

소 모드중첩법을 사용하여, 외력에 의한 자유 진동뿐

만 아니라 초기조건에 의한 자유진동의 시간응답을 

구한다.

2. 본  론

2.1 운동방정식

Fig. 1과 같은 점탄성재료로 만든 보가 분포하중 

를 받아 운동하면서 공기의 점성 저항을 받을 

때, 보의 운동방정식은 확장된 Hamilton 원리를 적용

하여 얻을 수 있다. 즉,
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 (1)

식 (1)에서 는 계의 운동에너지를, 는 계의 변형에

너지를, 는 외력에 의한 일을 나타내며, 와 

는 각각 재료의 점성과 공기 점성에 의한 Rayleigh의 

소산함수들로서 식 (2) ~ 식 (6)과 같이 표현된다.

 







       (2)

 







″   (3)

 




  (4)

  

 

 


  (5)

  


  (6)

앞선 식들에서 는 변위 를 시간에 관해 미

분한 것이고 ″는 변위 를 에 관해 두 번 미분한 

것을 나타낸다. 또한, 은 단위길이 당 질량을, 는 

탄성계수를, 는 중립축에 대한 단면 2차모멘트를, 

는 재료의 점성계수를, 는 공기 점성계수를, 

는 단위길이 당 힘을 나타낸다.
식 (1)로부터 다음과 같은 운동방정식과 경계조건

을 얻는다. 운동방정식은 다음과 같고,

″ ″ ″ ″    (7)

경계조건은    또는   에서 다음과 같다.

 ″ ″   or ′  

″ ′″ ′   or   
 (8)

  ,   이면, 식 (7)과 식 (8)은 감쇠가 없는 

보의 운동방정식과 경계조건으로 된다.

2.2 고유값과 고유진동형

자유진동방정식은 식 (7)로부터 식 (9)와 같다.

″ ″ ″ ″   (9)

위 식의 해를 식 (10)과 같이 가정한다.

    (10)

여기서 는 복소함수이며, 는 계의 복소 고유값

(complex eigenvalue)을 나타낸다. 가정한 해를 식

(9)에 대입하여 식 (11)을 얻는다.

ⅳ   (11)

여기서 ⅳ는 를 에 관해 네 번 미분한 것을 

나타내며, 은 식 (12)와 같다.

 
   (12)

미분방정식 (11)의 일반해는 식 (13)과 같다.

  sin cos sinh cosh

     (13)





 

Fig. 1 A beam subjected to a distributed force 
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여기서    는 경계조건에 의해 결정되는 

복소 상수들(complex constants)이다. 경계조건들은 

다음과 같다. 단순지지단에서의 경계조건은 식 (14)

″ ″   and    (14)

이고 자유단에서의 경계조건은 식 (15)이며,

″ ″   and ″ ′″ ′  

     (15)
고정단에서의 경계조건은 식 (16)이다.

   and  ′   (16)

단순지지단이나 자유단을 갖는 보는 경계조건에 

고유값이 포함되어 고유값에 의존하는 경계조건을 갖

는다. 
위의 경계조건을 이용하여 식 (13)의 고유진동형 

를 결정할 수 있다. 예를 들면 양단이 고정단인 

보의 고유진동형은 식 (17)과 같다.

  cosh cos

sinh sin

cosh cos
sinh sin

  (17)

또한, 경계조건을 이용하여 고유값을 결정하기 위

한 복소 고유값 방정식을 얻을 수 있으며, 고유값 방

정식으로부터 를 계산하고 를 식 (12)에 대입하여 

고유값을 얻는다. 이때 산출되는 다수의 고유값 중 

실수부가 음수인 것들을 고유값으로 선택한다.
일반적으로 고유값 는 켤레복소수(complex conjugate 

numbers)의 형태(즉,    )로 나타난다. 그러므로 

번째 모드의 두 개의 고유값을 
, 

이라고 하면 


  


이다. 그리고 

과 
에 대응하는 는 식 (12)

로부터 각각 식 (18)과 식 (19)와 같다.


 


 


 



 (18)


 


 


 



 (19)


과 

의 관계는 식 (20)과 같다(부록 A 참조).


 

  (20)

따라서 
과 

의 관계는 식 (21)과 같다(부록 B 참조).


  


 . (21)

그리고 
과 

에 대응하는 고유진동형 
와 


  사이의 관계는 식 (22)와 같다(부록 C 참조).


 

  (22)

2.3 직교조건

식 (7)의 운동방정식을 상태변수를 이용하여 식 (23)
과 같이 쓸 수 있다.

   


    


  


 (23)

여기서

 


















 

  

 

 (24)

 













 




 

 

 

 (25)

식 (23)에 대한 자유진동방정식에 , 식 (10)과 

   를 대입하여 식 (26)을 얻는다.

 


  


 (26)

여기서   이다.
고유값 

과 
 (       )에 대

하여 식 (26)은 각각 식 (27)과 식 (28)과 같이 쓸 수 

있다. 


 






 





 (27)


 






 





 (28)

식 (27)의 양변에 
 

을 앞에서 곱하고 

적분하여 식 (29)를 얻고 









 

 



  






 

 



 

     (29)

또한, 식 (28)의 양변에 
 

을 앞에서 
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곱하고 적분하여 식 (30)을 얻는다. 











 



  








 



 

     (30)

식 (29)에서 식 (30)을 뺀 결과를 정리하면 식 (31)
과 같다.


 











 
″ 

″


 















 



″ ′


″ ′ 



    (31)

  



″ ′


″ ′ 





  
′‧ 


″ 

′‧
″ 





  
′‧ 


″ 

′‧
″ 



  

위 식의 우변은 전통적인 경계조건(단순지지단, 자
유단, 고정단 등)에 대하여 영이 된다(식 (14) ~ (16) 
참조). 따라서 식 (32)와 같은 첫 번째 직교조건을 얻

는다.


 









 




 
″ 

″

 
 for    and   

 for  ≠ or ≠
  (32)

위의 직교조건을 Kronecker delta를 사용하여 표현하

면 식 (33)과 같다.


 









 




 
″ 

″

 
 (33)

여기서 식 (33)은 텐서 식(tensor equation)이 아님에 

유의한다. 따라서 한 항에 2번씩 나오는 상첨자 및 하

첨자는 합을 의미하지 아니한다. 이후의 식들도 텐서 

식이 아니다.
식 (29)의 우변의 적분을 첫 번째 직교조건식 (33)

을 이용하여 표현하면 식 (34)와 같다.







 

 



 

 
 










 


″ ′ 



 

′‧ 
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 (34)

또한, 식 (29)의 좌변의 적분은 식 (35)와 같다.







 

 



 







″

″










    (35)

 


″ ′ 



 

′‧
″ 



    

식 (34)와 식 (35)를 식 (29)에 대입하여 식 (36)과 

같은 두 번째 직교조건을 얻는다.







″ 

″ 
























 
 for    and   

 for ≠ or  ≠
 (36)

여기서 
 


이다. 식 (36)을 Kronecker delta를 

이용하여 다시 쓰면 식 (37)과 같다.







″ 

″ 






















  
 (37)

식 (35)를 두 번째 직교조건 식 (37)을 이용하여 다

시 쓰면 식 (38)과 같다.







 

 



 

 
 











 


″ ′ 



 

′‧
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 (38)

2.4 모드좌표에서의 운동방정식의 해

모드 중첩법을 이용하여 식 (23)의 해는 식 (39)와 

같이 쓸 수 있다.

 


 
  

∞


  



 






  (39)
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여기서 
는 식 (40)과 같다.


  




 (40)

식 (23)의 운동방정식에 식 (39)를 대입하면 식 (41)
과 같다.


  

∞


  



    








     









  


 (41)

위 식의 양변에 
 

을 앞에서 곱하고 적분하

면 식 (42)와 같다.


  

∞


  

 









 

    
















 

    












 (42)







 

 


 

식 (34)와 식 (38)을 식 (42)에 대입하면 식 (43)과 같다.


  

∞
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 (43)

식 (43)에 


  


의 관계와 경계조건을 

적용하면 식 (43)은 식 (44)와 같이 된다.

 
  

∞


  









 










 (44)

식 (44)는      일 때 식 (45)와 같이 된다.





 


 






 (45)

그런데 
 


이므로 식 (45)는 식 (46)과 같다.




 


 



 





 (46)

여기서 
은 식 (33)으로부터 식 (47)과 같다.


  







 





 
″ 

 (47)

식 (45)는 모드좌표(modal coordinates)에서의 운동

방정식이다. 식 (45)의 해는 Laplace 변환을 이용하여 

구하면 식 (48)과 같다.


 



 












 







 (48)

식 (48)의 초기조건 
는 첫 번째 직교조건 식

(33)을 이용하여 식 (49)와 같이 표현된다(부록-D 참조).


 



 


























 
″″ 





  (49)

2.5 고유진동형의 정규화


과 

은 직교조건들에 의해 정의되는 상수

들로서 서로 연관되어 있다. 2.3절의 직교조건들이 

감쇠가 없을 때의 직교조건 형태로 일관성 있게 표

현되도록 첫 번째 직교조건 식 (33)을 고려해보자.
     이고      일 때, 식 (33)은 식

(50)과 같다.









  

 (50)

한편, 감쇠가 없을 경우에 정의된 전통적인 모드 

질량(modal mass)은 식 (51)과 같다(11).







  

 (51)

식 (50)과 식 (51)을 비교하면 
과 

의 관계는 

식 (52)와 같다.




  
 or 

  


 (52)
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따라서 첫 번째 직교조건 식 (33)은 식 (53)과 같이 

쓸 수 있다.


 









 




 
″ 

″

 


 (53)

또한, 
 


 


이므로 두 번째 

직교조건 식 (37)을 식 (54)와 같이 쓸 수 있다.







″ 

″ 










 (54)











 


 

감쇠가 없는 경우 (      )에 순허수로서 


     이라면 
 (여기서 은 번째 

고유진동수이고 는 허수단위)이다. 이때,    , 
  일 때 식 (54)는 식 (55)와 같이 되어 감쇠가 

없을 때의 전통적인 두 번째 직교조건이 됨을 알 수 

있다.







″ 

   
 (55)

그러므로 첫 번째 직교조건 식 (53)을 이용하여 고

유진동형을 정규화하면, 감쇠가 있는 경우나 감쇠

가 없는 경우에 대해 일관성 있게 모드해석을 할 

수 있다. 따라서 양단이 고정된 보의 고유진동형(식
(17))에 식 (53)을 이용하여 

  로 정규화시키

면 고유진동형(normalized eigenfunction)은 식 (56)
과 같다.






 




cosh
 cos



sinh
 sin



cosh
 cos


sinh

 sin






     (56)

여기서 계수 
은 식 (57)과 같다.


   







 






″ 






     (57)

식 (57)에서 
은 식 (58)과 같다.




 



cosh
 cos



sinh
 sin



cosh
 cos


sinh

 sin






     (58)

2.6 운동방정식의 해

(1) 운동방정식의 해

식 (53)을 이용하여 
  로 정규화된 고유진동

형과 직교조건을 사용하여, 식 (48)과 식 (49)를 다시 

쓰면 각각 식 (59)와 식 (60)과 같다.
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″ ″ 





(60)

그러므로 식 (7)의 해는 모드중첩법을 이용하여 식

(61)과 같이 표현된다.

  
  

∞


  







 

 
  

∞






 




 

 
  

∞






 





 

 
  

∞






 

 
  

∞























  



































 


″″




     (61)

여기서 ‧ ‧ ‧ 는 대괄호 안의 복소수의 실수부를 의

미한다.
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(2) 운동방정식의 해에 대한 검토

식 (61)이 잘 알려져 있는 감쇠가 없는 경우

(     )의 해를 주는지 검토해 보자. 감쇠가 없

는 경우 
     이라면 

 이고, 
과 


에 대응하는 파라미터 를 각각 

   
 

라고 할 때(여기서    
의 실수), 이

에 대응하는 고유진동형들(


과 


)은 동일

하며 실함수(real-valued function)이다. 즉, 






이므로 이들을  로 표기하면,      일 때 
식 (61)은 식 (62)와 같이 된다.



 
  

∞








 




sin 










 cos



 





 sin






 (62)

위 식은 감쇠가 없는 경우의 해(11)와 일치한다.

3. 수치해석 및 검토

본론에서의 모드해석을 위한 수식을 이용하여, Fig. 2
의 양단이 고정된 보에 대하여 충격하중에 의한 자유

진동과 초기조건에 의한 자유진동에 대해 검토하고자 

한다. 이를 위해, Table 1과 같은 물성을 갖는 보의 

자유진동을 비교하고자 한다. Table 1의 데이터는 참

고문헌(1)의 실험값들이다. 
Table 1의 data-Ⅰ은 Cudney and Inman(12)의 실험결

과를 Banks and Inman(1)이 처음 9개의 모드에 대해 

그들이 제안하는 이론에 적용하여 얻은 값들이고, data-Ⅱ
는 Cudney and Inman의 실험 결과를 Banks and 
Inman(1)이 처음 2개 모드, 처음 3개 모드, ..., 처음 9
개 모드에 대하여 연속적으로 최소자승법을 적용하여 

얻은 값들이다.

3.1 감쇠고유진동수와 점성감쇠비의 관계

식 (12)로부터 식 (63)의 관계식을 얻는다.


 


 


 




  (63)

그런데 양단 고정보의 경우 
  

이므로 이들

을 로 나타내면 식 (63)은 식 (64)와 같이 쓸 수 

있다.


 


 


 


  (64)

그러므로 고유값은 식 (65)와 같이 표현된다.


  

 ±     (65)

여기서 와 는 식 (66)과 식 (67)과 같다.

  
   (66)

   . (67)

1-자유도 스프링-댐퍼-질량 시스템의 고유값과 감쇠

비 및 고유진동수의 관계, 즉 
 

 와 




   를 이용하면 양단 고정보의 번째 모드 감

쇠비(modal damping ratio)는 식 (68)과 같이 표현된다.

 


 




  (68)

여기서 은 감쇠가 없는 경우의 번째 고유진동수로

서 식 (69)와 같다.

    (69)

식 (68)의 모드 감쇠비()는 고유진동수()에 비

례하는 첫 번째 항과 반비례하는 두 번째 항의 합으

로 구성되어 있다. 이로부터 재료의 점성으로부터 유







Fig. 2 A clamped-clamped beam(L = 1 m, m = 1.02 kg/m 
and I = 1.64 × 10-9 m4 )

Table 1 Two sets of data for simulation

Data-Ⅰ Data-Ⅱ

  × Nm   × Nm


 × kgm‧s 

 × kgm‧s
   kgm‧s    kgm‧s
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래되는 모드 감쇠비는 에 비례하고, 공기 점성으로

부터 유래되는 모드 감쇠비는 에 반비례함을 알 수 

있다. 이러한 사실을 모드별로 나타내기 위하여, Table 1
의 data-Ⅰ에 대하여 Table 2와 같이 네 가지 경우로 

분해하고, 각 경우에 대한 모드 감쇠비를 계산하여 

Fig. 3에 도시한다.
Fig. 3에서 맨 위의 곡선은 식 (68)에서 재료의 

점성과 공기 점성을 모두 고려한 경우(Case A)
의 것이고, 일점쇄선의 직선은 재료의 점성(식 (68))
의 첫 번째 항)만을 고려한 경우(Case B)의 것이

며 , 쌍곡선 형태의 곡선은 공기 점성(식 (68)의 
두 번째 항)만을 고려한 경우(Case C)의 것이다. 
그리고 맨 아래의 수평선은      일 때

(damping-free)의 것이다. 따라서 맨 위의 곡선은 

점선과 쌍곡선 형태의 곡선을 중첩시킨 것에 해

당된다. 그리고 ○, +, □, ◊ 등은 각 경우의 첫 

번째부터 네 번째 모드의 고유진동수 및 감쇠비

를 나타낸다.  

또한 Table 1의 data-Ⅱ에 대해서도 Table 3과 같이 

네 가지 경우로 분해하고, 각 경우에 대한 모드 감쇠

비를 계산하여 Fig. 4에 도시한다.
Fig. 3과 Fig. 4를 비교해보면, Fig. 3의 경우 첫 

번째 모드의 감쇠비의 크기는 case A > case C >
case B > damping-free의 순서인데 반해, Fig. 4의 

경우에는  case A ′ > case B′ > case C′ > damping- 
free이다. 이러한 정보는 다음 절의 수치해석 결과

에 대한 검토 자료로 사용된다. Fig. 3과 Fig. 4의 

결과가 상이한 것은 앞에서 언급한 것처럼 모드실

Table 2 Four cases of damping coefficients of the Data-Ⅰ 
in Table 1(  × Nm)


kgms  kgms

Case A × 1.7561

Case B × 0.0

Case C 0.0 1.7561

Damping-free 0.0 0.0
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○ case A+ case B case C ⃟ damping-free

Fig. 3 Modal damped natural frequency versus modal 
damping ratio for the data in Table 2

Table 3 Four cases of damping coefficients of the Data-Ⅱ 
in Table 1(  × Nm)

 kgms  kgms

Case A ′ × 0.2025

Case B ′ × 0.0

Case C ′ 0.0 0.2025

Damping-free 0.0 0.0

0 500 1000 1500
0

0.005

0.01

0.015

0.02
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0.035

0.04
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M
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○ case A ′+ case B ′ case C ′ ⃟ damping-free

Fig. 4 Modal damped natural frequency versus modal 
damping ratio for the data in Table 3

  




   

Fig. 5 A clamped-clamped beam subjected to an 
impulse load of   t Nm



Yong-Woo Kim ; Formulation for Complex Modal Analysis of Beam with Internal and Air Viscous Damping

Trans. Korean Soc. Noise Vib. Eng., 33(5) : 516~530, 2023
┃

525

험에서 적용한 파라메터 추출방법이 다르기 때문

이다.

3.2 충격하중에 의한 자유진동

초기에 정지해 있는 보가 Fig. 5와 같은 충격하중

(  t Nm, 여기서 t는 Dirac delta 
function이다)을 받는 경우의 응답을 구하기 위

하여 Table 2 및 Table 3의 8가지 경우에 대한 충

격응답들을 각각 Fig. 6과 Fig. 7에 도시한다. 이 

응답들은 8개의 모드를 사용하여 계산한 것이다.
Fig. 6에서 진폭의 감소율이 가장 큰 것부터 차례로 

보면 case A > case C > case B > damping-free의 순

이다. 이에 반해, Fig. 7에서는 case A ′ > case B′ > 
case C′ > damping-free의 순이다. 그런데 이들의 응

답은 모드 한 개만 사용하여도 8개를 사용한 응답에 

거의 수렴한다. 따라서 응답은 첫 번째 모드가 지배

적임을 알 수 있다. 그러므로 응답의 진폭 감소율은 

첫 번째 모드 감쇠비의 크기에 지배적인 영향을 받는
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Fig. 6 Response of the displacement at    m of the four cases in Table 2
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Fig. 7 Response of the displacement at    m of the four cases in Table 3
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다. 즉, Figs. 3과 4에서의 첫 번째 모드의 감쇠비가 

클수록 Figs. 6과 7에서 보는 바와 같이 응답 진폭의 

감소율이 크다는 사실을 알 수 있다.

3.3 초기조건에 의한 자유진동

이 절에서는 Table 2 및 Table 3과 같은 데이터를 

갖는 양단 고정보가 처음에 초기변위()로 구속

되어 있다가 그 구속을 풀어줌으로써 발생하는 자유

진동을 고려한다. 초기변위가 식 (70)과 같다면

 


     (70)

이 처짐의 초기곡률은 식 (71)과 같다.

″  


     (71)

위의 초기변위는 균일분포하중(하중의 세기는 100 
Nm)을 받는 양단고정보의 처짐곡선으로서 경계조

건들(     ′           ′     )을 

만족시킨다.
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Fig. 8에서 진폭의 감소율이 가장 큰 것부터 차례로 

보면 case A > case C > case B > damping-free의 순

이다. 이에 반해, Fig. 9에서는 case A ′ > case B′ > 
case C′ > damping-free의 순이다. 이에 대한 이유는 

3.2절에서의 설명과 동일하다.

4. 결  론

이 연구에서는 점탄성재료로 만든 보가 진동하

면서 공기의 점성저항을 받을 때, 외력에 의한 자

유 진동뿐만 아니라 초기조건(초기 변위)에 의한 

자유진동의 시간 응답을 얻기 위한 복소 모드해석 

정식화를 제시하였다. 이를 위해 확장된 해밀톤 

원리를 적용하여 운동방정식과 경계조건을 유도

하고, 상태변수를 사용한 운동방정식을 비연성화 

시키기 위한 직교조건을 유도하고, 이 직교조건을 

이용하여 모드좌표계에서의 초기조건을 구하였으

며, 복소 모드 중첩법을 사용하여, 외력에 의한 자

유 진동뿐만 아니라 초기조건(초기 변위)에 의한 

자유진동의 시간 응답을 구하였다. 특히 이 연구

에서 사용한 정규화된 고유진동형은 점성 감쇠가 

없는 보에서도 일관되게 사용할 수 있도록 정규화 

하였다. 또한 재료의 점탄성과 공기 점성이 응답

에 미치는 영향을 검토하기 위하여, 재료 및 공기

의 점성이 없는 경우, 공기의 점성만 고려한 경우, 
재료의 점성만 고려한 경우, 재료 및 공기의 점성

을 모두 고려한 경우 등의 진폭 감소율의 차이를 

모드 감쇠비를 사용하여 설명하였다.
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부  록 A


  


이므로


 


 


 












 







  (A-1)

그러므로 
 

이다.

부  록 B


  라 하고(여기서  는 실수이고 는 허수단위이다), 이를 극좌표 형태(polar from)로 표현

하면 다음과 같다.


  cos  jsink  (B-1)

여기서      이고   tan이며   이다. 그러므로


   cos jsink,    (B-2)

이다. 또한 
 

이므로


   cos  jsink    (B-3)

식 (B-2)와 식 (B-3)를 비교하면 
  


이다.

부  록 C

양단 고정인 보의 고유진동형은 다음과 같다.


  cosh

 cos


sinh
 sin

  (C-1)

여기서, 


 sinh

 sin


cosh
 cos


 (C-2)

그러므로 
 

는 다음과 같다.


  cosh

 cos


sinh
 sin

  (C-3)


  cosh

 cos


sinh
 sin

  (C-4)

그런데, 

sin
  sin

 sin
 , cos

  cos
 cos

 , 

  sinh
  sinh

 sinh
 , cosh

  cosh
 cosh

 , 
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이므로 식 (C-3)로부터, 


 cosh

cos



sinh

sin


 cosh
 cos

 


sinh
 sin



 cosh
 cos

 
sinh

 sin


 


이므로 
 

이다.
다른 경계조건을 갖는 보의 고유진동형들에 대하여도 동일한 방식으로 증명할 수 있다.

부  록 D

식 (34)의 양변에 
를 곱하여 다시 쓰면 다음과 같다.












 










 





 
″ 

″
  


  (D-1)

임의의 과 에 대하여,  ≠ 또는 ≠일 때 식 (D-1)의 우변은 항상 영이다. 그리고   과   인 

경우에만 식 (D-1)의 우변은 영이 아니다. 이를 고려하여 식 (D-1)을 네 가지 경우에 대해 각각 다시 쓰면 다음

과 같다. 

≠   일때 










 










 





 
″

″
   

≠ ≠일때 










 










 





 
″

″
   

     일때 










 










 





 
″

″
   


 

   ≠일때 










 










 





 
″

″
   









 (D-2)

식 (D-2)의 식들을 와 (  ∞과   )에 대하여 좌변은 좌변끼리, 우변은 우변끼리 모두 더하

면 다음과 같다.
 











  

∞


  






 







  

∞


  














 
″ 

  

∞


  




″ 

  




(D-3)

그런데   
  

∞


  






이고 
   




이므로,   
  

∞


  







이며 

″   
  

∞


  




″ 

이다. 그러므로 식 (D-3)는 식 (D-4)와 같이 쓸 수 있다.
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″ ″   


  (D-4)

위 식은   일 때 식 (D-5)와 같다.









 






 





 
″ ″   


  (D-5)

그러므로 모드좌표계에서의 초기조건 
은 식 (D-6)과 같다.


 



 







 






 





 
″″   (D-6)


