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1. 서  론

압전 액츄에이터와 압전 센서를 이용한 지능구조

물의 진동제어를 위해 제안된 수많은 알고리즘 중 단

순하면서도 효율적으로 사용된 제어알고리즘으로는 

Fanson and Caughey가(1) 제안한 양변위 되먹임

(positive position feedback, PPF) 제어 알고리즘이 
있다. Baz et al.은(2~4) 1자유도계 이론을 확장하여 다자

유도계의 진동 억제를 위한 PPF 제어기를 조사해 각 

모드를 제어하는 모달 양변위 되먹임(modal positive 
position feedback) 제어기법을 제안하였다(5,6). Denoyer 
and Kwak은(7) 연성된 PPF 제어기를 제안했다. Friswell 
and Inman은(8) PPF 제어기와 출력 되먹임(output 
feedback) 제어기의 관계를 연구했다. Kwak et al.은(9) 

PPF 제어기의 안정성, 제어 성능 및 설계 방법을 연

구했다. 최근에는 비선형 진동의 억제를 위한 PPF 제
어기 연구가 진행되었다(10~15).

PPF 제어기는 특정 고유진동모드에 대해 90도의 위

상차를 가지는 제어력을 적용하는데 그 결과 감쇠가 증

가된 효과가 얻어진다. 그렇기 때문에 PPF 제어기를 

적용하면 폐루프 응답은 일반적으로 진동하면서 그 진

폭은 시간에 따라 지수적으로 감소하게 된다. 응답이 

지수적으로 어떻게 줄어드는가를 계산하는 것은 폐루

프 제어 시스의 특성을 이해하는데 큰 도움이 된다. 섭
동법을 적용한 연구들을 살펴보면 다음과 같다. 
Saeed et al.은(16) 다중 척도 섭동법을 적용해 진동 억

제를 위한 제어기를 비교했다. El-Ganaini et al.은(17) 
복합재로 구성된 유연한 보의 진동을 억제하기 위해 비

선형항을 고려했고, 다중 척도 섭동법을 사용해 근사해

† Corresponding Author ; Member, Department of Mechanical, Robotics 
and Energy Engineering, Dongguk University, Professor
E-mail : kwakm@dgu.ac.kr

* Member, Department of Mechanical Engineering, Dongguk University, 
Student

# A part of this paper was presented at the KSNVE 2023 Annual
Autumn Conference

‡ Recommended by Editor Seunghun Baek
The Korean Society for Noise and Vibration Engineering

섭동법을 이용한 양변위 되먹임 제어 시스템의 수렴성 해석
Convergence Analysis of Positive Position Feedback Control 

using Perturbation Methods

김 대 웅* · 곽 문 규†

Dae Woong Kim* and Moon Kyu Kwak†

(Received April 9, 2024 ; Revised May 29, 2024 ; Accepted May 30, 2024)

Key Words : Perturbation Methods(섭동법), Multiple-scale Analysis(다중 척도 해석), Vibration Control(진동 제

어), Positive Position Feedback Control(양변위 되먹임 제어)

ABSTRACT

This study presents a comprehensive analysis of the convergence properties of a positive position 
feedback (PPF) control system applied to a single-degree-of-freedom system, utilizing perturbation techniques. 
Through the application of the multiple-scale perturbation method, approximate solutions for the system 
dynamics are derived, revealing insights into amplitude reduction and convergence behavior under 
PPF control. The findings demonstrate the efficacy of the perturbation approach in accurately predicting 
the exponential decay of controlled responses.
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를 유도했다. 이 연구에서는 PPF 제어기의 특성을 확인

하는 방법으로 섭동법을 이용해 제어기의 수렴 특성과 

자유진동응답을 포위하는 선을 구하는 방법을 연구했다.
섭동법은 정확한 해를 구할 수 없는 비선형 문제의 

해를 근사적으로 구할 수 있는 중요한 수학적 도구이

다. 특히 다중 척도 방법(method of multiple scales)
은 주기적인 운동을 하는 구조물에 최소한 두 가지의 

시간 척도가 존재한다고 보고, 영속항(secular term) 
혹은 공진항(resonance term)이라고 불리는 항이 없

어지도록 하는 조건을 순차적으로 적용하며 근사해를 

구한다. 일반적으로 상수 계수의 비제차 미분 방정식

의 특수해가 제차 미분 방정식의 해와 같을 때 시간

과 삼각함수의 곱으로 주어지는 항이 항상 나타난다. 
이 항으로 인해 시간이 무한대로 감에 따라 진동의 

진폭이 무한대로 커지게 된다. 이러한 항을 영속항이

라고 한다. 다중 척도 방법을 사용하면 시스템의 동

적 거동을 보다 정확하게 이해할 수 있다.
이 연구에서는 일자유도 진동계와 PPF 제어기가 연

성된 시스템에 섭동법을 적용해 PPF 제어기의 수렴 특

성 해석과 진폭이 줄어드는 수렴도를 구했다. 수치해석 

결과는 다중 척도 섭동법의 적용을 통해 폐루프 시스템

의 실제 거동을 정확히 예측할 수 있음을 보여준다.

2. 다중 척도 섭동법을 이용한 연성 

진동제어계의 섭동해석

PPF 제어기와 연결된 일자유도 진동계에 대한 방

정식은 식 (1a), 식 (1b)와 같이 표현할 수 있다.

   (1a)

  (1b)

여기서 는 PPF 제어기의 제어력을 나타낸다. 는 

외부 교란을 나타내며 는 이득을 나타낸다. ∙는 시

간에 대한 미분을 나타내는데 식 (2)와 같다.

∙  (2)

그리고 는 작은 섭동 파라미터(small perturbation 
parameter)이다. 이는 PPF 제어기와 연결된 일자유도 

진동계의 운동에 대한 대략적인 해를 결정할 때 섭동 

파라미터로 사용될 수 있음을 나타낸다. 더 나아가서 

시간 는 시스템의 고유 진동수의 역수를 사용하여 

무차원으로 만들 수 있고, 무차원화 변수로   를 

도입했다. 그러면 시간에 대한 일차와 이차 도함수가 

식 (3a), 식 (3b)와 같이 표현된다.

   (3a)


  


 (3b)

식 (3)을 식 (1)에 대입하면 고유진동수가 제거된 

식 (4a), 식 (4b)를 유도할 수 있다.

″′    (4a)

″′   (4b)

여기서 ′ 은 에 대한 미분을 나타내는데 식 (5)와 같다.

′    (5)

가진력이 없는 자유진동 문제의 경우   가 되어 

식 (6a), 식 (6b)와 같이 표현할 수 있다.

″′   (6a)

″′   (6b)

식 (6)에 대해 다중 척도 방법(method of multiple 
scales)을 적용해 보자. 진동 문제의 해의 형태가 단

일 변수 에 대한 함수가 아니라 여러 시간 척도

(scale)을 포함한다는 아이디어로 일반해를 구하는 방

법을 다중 척도 방법이라고 하는데, 이를 위해 빠른 

시간과 늦게 변하는 시간을 식 (7a), 식 (7b)와 같이 

쓸 수 있다.

   (7a)

   (7b)
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이렇게 정의하면 가 증가함에 따라 는 같은 비

율로 증가하고, 은 이 작기 때문에 천천히 증가하

게 된다. 따라서 는 빠르게 진동하는 빠른 시간 척

도를 나타내며, 주기 운동(periodic motion) 자체에 

관한 시간 척도를 나타낸다. 그리고 은 그보다는 

조금 느리게 변하는 시간 척도를 나타내며, 진폭의 

이동(amplitude drift)에 관한 시간 척도를 나타낸다. 
즉, 다중 척도 방법은 별도의 독립 변수를 각각 연관

시켜서 이 두 시간 척도를 구별하는 것이다. 따라서 

진동계의 변위와 제어력을 식 (8a), 식 (8b)와 같은 형

태와 같다고 가정할 수 있다.

    (8a)

    (8b)

Chain rule을 사용하면 일차와 이차의 미분을 식 (9a), 
식 (9b)와 같이 유도할 수 있다.

        (9a)


 

   (9b)

식 (9a)와 식 (9b)를 이용해 식 (6)을 다시 정리하면 

식 (10a), 식 (10b)와 같이 쓸 수 있다.

      
(10a)

     
(10b)

그리고 식 (6)의 근사해를 구하기 위해 와 는 다

시 점근적 근사(asymptotic approximation)에 의해 

식 (11a), 식 (11b)과 같이 쓸 수 있다.

     (11a)

     (11b)

식 (11)을 식 (10)에 대입하면 식 (12a), 식 (12b)가 

유도된다.


 

 

      
(12a)


 

 

     
 

(12b)

이를 다시 의 각각의 거듭제곱의 차수별로 정리

하면 식 (13), 식 (14)가 유도된다.

    (13a)


    (13b)



     (14a)


     (14b)

, 는 각각 이 0이될 때 , 의 유한 

상수배보다 크지 않은 양을 나타낸다. 그리고 의 0차

에 대한 미분방정식은 비감쇠 운동방정식으로 유도된

다. 따라서 식 (13)의 일반해는 식 (15a), 식 (15b)와 

같이 표현된다.
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 cossin  (15a)

 cossin  (15b)

그리고 식 (14)의 secular 항이 0이 되기 위해서는 

식 (16a), 식 (16b)를 만족해야 한다.

     (16a)

     (16b)

식 (14)를 이용하면 식 (16)의 각 편미분항이 

식 (17a) ~ 식 (17d)와 같이 계산된다.

 sin cos (17a)

 sin cos (17b)

  sin  cos (17c)

  sin  cos (17d)

그리고 식 (17)을 식 (16)에 대입하면 식 (18a), 
식 (18b)가 유도된다.

 sin  cos
sin cos
  cos sin

 (18a)

 sin  cos
sin cos
  cos sin

 (18b)

sin와 cos항에 대해 각각 풀어내면 식 (19a) ~
식 (19d)가 유도된다.

     (19a)

     (19b)

    (19c)

    (19d)

식 (19)를 행렬식으로 정리하면 식 (20a), 식 (20b)와 
같이 쓸 수 있다.










  
 


 (20a)










  

  

 (20b)

식 (20)은 간단하게 다시 식 (21a), 식 (21b)와 같이 

간단한 일차의 행렬미분식으로 표현할 수 있다.

z Az  (21a)

z Az  (21b)

여기서 z   T, z  T이며, A은 식 (22)와 같다.

A 

 
 


 (22)

식 (21a)의 해는 식 (23)과 같이 표현할 수 있다.
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z   Az  (23)

여기서

A ℒ  (24)

식 (23)에서 알 수 있듯이 행렬 A가 0차의 응답에 

영향을 주는 것을 알 수 있다. 행렬 A의 특성은 고

유치에 의해 결정되는데 특히 고유치의 실수부의 값

에 의해 좌우된다. 행렬 A의 고유치는 식 (25)와 같

이 유도된다.

 ±   (25)

따라서 고유치의 실수부 최대값은 이득값, 에 의

해 식 (26)과 같이 결정됨을 알 수 있다.

Remax 



     
  ≥  

(26)

3. 수치 계산

먼저 PPF 제어기의 적용에 의한 수렴 특성을 조사했

다. 구조물의 감쇠비는   로 하고 식 (26)을 사용

해 Kwak 등의(9) 연구를 참고하여 가 0.15, 0.2, 0.3인 

경우에 대해 수치계산을 수행했다. 이득값 변화에 따른 

고유치의 실수부의 최대값을 구해보면 Fig. 1과 같다.
섭동법에 근거한 근사값 계산식을 사용하지 않고 

제어기가 연성된 식 (6)을 사용해 고유치의 엄밀해를 

계산하면 Fig. 2와 같이 나타난다. 가 0.3인 경우, 
이득값의 변화에 따른 고유값의 최대 실수부값이 

Table 1에 정리되어 있다. Fig. 1과 Fig. 2 그리고 

Table 1로부터 특정 에 대해서 이득값을 올려도 수

렴 특성이 더 이상 향상될 수 없음을 알 수 있다. 따
라서 섭동법에 근거한 Fig. 1을 수렴 특성을 판단하기 

위한 근사값으로 사용할 수 있음을 알 수 있다.
식 (6)의 자유진동 문제에 대한 초기조건을 식 (27a) ~

식 (27d)와 같이 간단하게 고려했다.

Fig. 1 Maximum real part of eigenvalues vs. g 
(approximate solution)

Fig. 2 Maximum real part of eigenvalues vs. g(exact 
solution)

Table 1 Comparison of convergence for various gains 
(  )

g
Exact solution Approximate solution

0.1 -0.0189 -0.0189

0.2 -0.0495 -0.0500

0.3 -0.1086 -1.5500

0.4 -0.1325 -1.5500

0.5 -0.1393 -1.5500
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   (27a)

′   (27b)

   (27c)

′   (27d)

식 (9a)를 이용하면 식 (27)의 초기조건이 식 (28a), 
식 (28b)와 같이 유도된다.

       for     (28a)

      for     (28b)

식 (28)에 식 (11)을 대입하면 식 (28)을 식 (29a), 
식 (29b)와 같이 쓸 수 있다.

   
     for   

(29a)

   
     for   

(29b)

그러므로 0차의 항에 대한 초기조건을 식 (30a), 
식 (30b)와 같이 쓸 수 있다.

      for    (30a)

      for    (30b)

초기조건 식 (30)을 사용하면 와 의 상수들이 

식 (31)과 같이 유도된다.

            (31)

초기조건 식 (27b), 식 (27c)로 인해 자연적으로    이 된다. 초기조건 식 (31)과   ,   에 대해 1차 미분방정식 식 (21)의 

해를 구해보면 이득값에 따라 응답 곡선이 Fig. 3과 

(a) g = 0.1 (b) g = 0.2

(c) g = 0.3 (d) g = 0.4 (e) g = 0.5

Fig. 3 Exact time response and the convergence envelope
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같이 변화함을 알 수 있다. 를 작게 하면 가장 큰 

감쇠 효과를 얻을 수 있지만, 최적의 필터 주파수를 

사용하지 않으면 오히려 가 큰 값일 때보다 제어 

성능이 좋지 않아진다. 따라서 Kwak 등의(9) 연구에

서 추천하는 값인   을 사용하였다. Fig. 3에서 

실선은 식(6)을 사용해 계산한 응답곡선이고 점선은 식

(21)을 이용해 구한 0차의 수렴 곡선을 나타낸다. Fig.
3(d), Fig. 3(e)에서 이득이 커진 경우, 특정 구간에서

의 약간의 불일치를 제외하고 응답 곡선과 수렴곡선

이 거의 완벽하게 일치한다. 그림으로부터 이 연구에

서 섭동법을 이용해 유도한 수렴 곡선 계산식이 유효

함을 알 수 있다.

4. 결  론

이 연구에서는 일자유도 진동계와 PPF 제어기가 

연성된 시스템에 섭동법을 적용해 PPF 제어기의 수

렴 특성 해석과 응답진폭이 줄어드는 수렴도를 구했

다. 일자유도 진동계 방정식과 연성된 PPF 제어기식

에 대해 다중 척도 방법을 사용해 시스템의 근사해를 

유도했다. 그 결과 고유진동수로 진동하는 0차해와 

지수적으로 감소하는 1차해를 구할 수 있었다. 0차의 

미분 방정식은 비감쇠 운동방정식으로 유도되는데, 
형태는 2차의 선형 미분 방정식으로 나타난다. 그리

고 그 해는 삼각함수 형태로 쉽게 구할 수 있다. 즉 

0차의 해는 비감쇠 운동을 보여준다. 1차의 미분방정

식은 secular 항을 포함하면 안 된다는 조건을 사용하

면 삼각함수의 계수에 대한 미분방정식이 1차의 선형 

미분 방정식으로 표현되어 그 해가 지수함수로 표현

되게 된다. 따라서 1차의 해는 지수적으로 감소하는 

형태를 보이게 된다.
이 연구에서 유도한 식을 사용하면 시스템의 실제

수렴 거동을 예측할 수 있음을 확인했다. 수치 시뮬

레이션 결과는 섭동법을 이용해 구한 1차의 근사해가 

지수적으로 감소하는 제어 응답을 정확하게 예측함을 

보여준다. 특히 PPF 제어기는 이득을 크게 하면 정적 

불안정이 발생할 수 있는데, 이 경우의 과도 응답도 

정확하게 예측함을 확인할 수 있다. 더 높은 차수의 

근사해로도 수렴도 해석이 가능하지만, 너무 많은 대

수 방정식을 풀어야 하는 번거로움이 있다. 이 연구

에서는 섭동법을 이용해 구한 1차의 근사해의 모든 

예측이 수치 시뮬레이션과 잘 일치함을 확인했다.
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