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1. 서  론

샌드위치 구조는 경량이면서 고강성이라는 기계적 

특성 때문에 많은 분야에 널리 이용되고 있다. 최근 들

어 항공우주 분야 등의 급속한 발전으로 인해 더 높은 

강성과 더 가벼운 무게를 가진 새로운 샌드위치 구조를 

요구하고 있다. 그러나 전통적인 코어를 갖는 샌드위치 

재료는 이와 같은 요구 조건을 만족시킬 수 없어 고강

성을 위해 기존 코어 등의 재료를 보강하여야 한다. 

탄소 기반 나노 필러 중에서 그래핀과 그래핀 나노

판(graphene nanoplatelet, GNP)은 매우 높은 인장 

강도, 탄성계수, 비표면적을 가지고 있어 큰 보강 효

과를 얻을 수 있다(1~4,8~11). 폼과 같은 다공 구조 코어

에 GNP를 소량 첨가하여 보강함으로써 무게 증가없

이 다공 구조의 강성을 증가시킬 수 있다. 따라서 판, 
셸 등의 고기능 복합재료 경량 구조물 개발에 GNP는 

많은 기회를 제공한다. 샌드위치 구조는 일반적으로 

두께가 두껍다. 두꺼운 샌드위치 구조의 기계적 응답

에서 전단변형효과가 두드러지기 때문에 정확한 결과
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ABSTRACT

The study investigates the vibration characteristics of partially fluid-filled sandwich cylindrical shells 
with a porous core. The refined shear deformation theory is adopted for theoretical analysis to account 
for the transverse shear deformation. The shells are reinforced with graphene nanoplatelets. The core 
comprises closed-cell foam, with pores being distributed in various patterns along the thickness 
direction. The fluid is described by the deformation potential for the coupled fluid-structure 
interaction. The governing eigenvalue equation is obtained using the Rayleigh-Ritz method. Comparison 
with previously reported methods highlights the reliability of the proposed approach. Parametric studies 
are conducted on dimensionless natural frequencies. The effects of the graphene nanoplatelets, pores, and 
especially fluids on the vibration characteristics are studied. Furthermore, the 3D vibration mode-shapes 
are presented for various fluid-filled levels.
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를 얻기 위해서는 반듯이 해석에서 이를 고려해야 한

다. 이를 위해 1차 전단변형이론(first-order shear 
deformation theory, FSDT)이나 3차 전단변형이론 

(third-order shear deformation theory, TSDT) 등과 

같은 고차 전단변형이론(high-order shear deformation 
theory, HSDT) 등이 적용되고 있다(2~4). FSDT의 경

우에는 전단보정계수를 필요로 한다. 반면에 HSDT
는 전단보정계수를 필요로 하지는 않지만 FSDT보다 

복잡한 수식 전개 과정을 통해 해를 얻을 수 있다. 이
와 같은 단점을 보완하기 위해 Shimpi는 HSDT의 일

종인 정제 판이론(refined plate theory, RPT)을 개발

하여 등방성 판 해석에 적용하였다(5). RPT는 전단 보

정 계수가 필요하지 않으며, FSDT나 TSDT보다 적

은 미지수를 갖는다. 또한 횡 방향 변위를 굽힘 부분

과 전단 부분으로 나누어 표현한다는 특징이 있다. 
이 이론은 이후 많은 연구자들에 의해 개선되어 경사

기능재료, 두꺼운 다공 코어 구조를 갖는 판 및 셸 등

을 대상으로 이론의 타당성을 입증하고 있으며, 다양

한 이름으로 부르고 있다(6~11). 이 연구에서는 정제 전

단변형이론(refined shear deformation theory, RSDT)
이라 하였다. Thai 등은 경사기능재료(functionally 
graded, FG)판의 두께 방향 신장을 고려할 수 있도록 

이론을 개선하여 굽힘 해석을 수행하였다(6). Trinh 등
은 수직변위항에 축방향 신장을 추가하여 다공성 FG
셸에 대한 굽힘 특성을(7), Tran 등은 탄성지지된 다공

성 FG셸에 대해 굽힘(8), 좌굴 및 진동 특성을 구하였

다. Zavari 등은 수직방향 변위를 수정하여 GNP 보

강 외피를 갖는 금속 폼 코어 샌드위치 판에 대한 좌

굴 해석을 하였다(9). Thang 등은 GNP 보강 외피를 

갖는 하니콤 코어 샌드위치 원통셸에 대해 진동해석

을(10), Eroğlu 등은 FG GNP 보강 다공 코어 샌드위

치 패널에 대해 진동해석을 수행하였다(11). 
이상에서와 같이 RSDT를 이용한 유체 저장 원통셸

에 대한 해석은 전무한 상태이다. 따라서 이 연구에서

는 RSDT를 적용하여 유체가 부분적으로 채워진 GNP
보강 다공 코어 샌드위치 원통셸에 대해 이론적으로 

진동해석을 수행하였다. 유체-구조 연성 효과를 고려하

기 위해 유체에 대한 변형 모텐셜을 도입하여 유체와 

셸이 접하는 부분에 대한 연속 조건을 부여하였다. 
Rayleigh-Ritz법을 적용하여 진동수 방정식을 유도하

였다. 해의 타당성을 검증하기 위해 기존 문헌자료의 

결과와 비교하였으며, 유체의 양, GNP 및 코어의 기공 

등이 진동 특성에 미치는 영향을 검토하였다.

2. GNP 보강 및 다공성 재료의 유효 물성

이 연구에서는 Fig. 1과 같이 유체가 부분적으로 채

워진 샌드위치 원통셸을 고려하였다. 샌드위치 셸은 

두께가 인 내/외면의 외피와 두께가 인 다공성 코

어로 구성되며 총 두께는 이다. 원통셸의 길이는 , 
중립면까지의 반지름은 이다. 

코어뿐만 아니라 외피도 모든 방향으로 무작위로 

균일하게 분포된 GNP로 보강된다. GNP 보강 복합

재료의 유효 탄성계수()는 Halpin-Tsai 모델에 따라 

결정되며(1), 푸아송 비() 및 밀도()는 혼합 법칙에 

따라 식 (1), 식 (2)와 같다.

      (1)

ФФ Ф Ф  (2)

여기서  는 기저 및 GNP의 탄성계수,

Fig. 1 Fluid-filled and GNP reinforced sandwich cylindrical shell with porous core
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       로   및 는 GNP의 

길이, 폭 및 두께이다. 다른 매개변수 및 GNP의 부피 

비()는 식 (3), 식 (4)와 같다.

              (3)

    (4)

여기서 는 GNP의 무게 비,  및 은 GNP 및 

기저 재료의 밀도를 나타낸다.
다공 코어는 기공이 두께 방향으로 연속적으로 변

하는 폐쇄형 셀 폼을 고려하였다. 기공 분포 형상은 

기공이 중앙면을 기준으로 대칭으로 분포되는 것

(PD-U, PD-X)과 비대칭으로 분포되는 것(PD-VO, 
PD-VI)을 고려하였다. 균일하게 분포되는 것 중에 

PD-U는 전체에 걸처 균일하게 분포되며, PD-X는 중

앙면을 기준으로 기공이 작아진다. 비대칭으로 분포 

되는 PD-VO는 Fig. 2와 같이 기공이 상부 면으로 갈

수록 작아지며, PD-VI는 반대 분포를 한다. 두께방향

으로의 기공 분포는 식 (5)에 따라 결정된다.






  for PDU
cos  for PDX

cos   for PDVOcos   for PDVI  (5)

기공 코어의 총 질량으로 모든 기공 분포에 대해 동

일하므로 코어의 질량 는 식 (6)과 같이 계산된다. 

   (6)

따라서 PD-U에 대한 분포 계수 는 식 (7)과 같다.

  
   (7)

다공 재료의 유효 탄성계수 및 유효 밀도는 식 (8),
식 (9)와 같다(12). 

    (8)

     (9)

여기서 은 다공성 계수로 식 (10)과 같이 다공 코어

의 최대/최소 탄성계수( )의 함수이다. 

    ≤ 〈 (10)

또한, 은 밀도 계수로 식 (11)과 같이 된다. 

       (11)

다공 재료의 유효 푸아송 비는 식(12)와 같다(13).

   (12)

3. 유체저장 원통셸의 수식화

해석에서는 기존의 전단변형이론에 비해 변수의 

수를 줄일 수 있는 RSDT를 적용하였다(10). RSDT에 따

라 원통셸의 ,  및  방향 변위 ,  및 는 식 (13)과 

같이 쓸 수 있다. 

   
    


 (13)

여기서 ,   및 , 는 중립면에서의 한 점의 

변위이다. , 는 수직 변위의 굽힘 및 전단 요

(a) PD-U (b) PD-X

(c) PD-VO (d) PD-VI

Fig. 2 Porosity distributions through thickness
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소를 나타낸다. 식에서 쉼표(,)는 뒤에 따르는 첨

자에 대한 미분을 의미한다. 또한 는 셸의 두

께 방향 횡전단 변형을 정의하는 함수로 식 (14)
와 같다.

   sin  (14)

셸의 변형률과 변위의 관계는 식 (15)와 같다.

ϵ    
       

(15)

또한, 응력(σ)과 변형률(ɛ ) 관계는 식 (16)과 같다.

{σ}=      Q ɛ  (16)

여기서 Q는 축약 강성도이다. 
단순지지 경계조건을 갖는 셸에 대한 변위식을 

식 (17)과 같이 이중 급수 형태로 가정하였다.








   coscossinsin sincos sincos




 (17)

여기서  , 은 축 방향 및 원주 방향 파

수, 는 고유각진동수이다.
이 연구에서는 유체의 자유표면에서의 슬로싱 영

향은 고려하지 않았다. 따라서 고려된 유체에 대한 

변형 포텐셜 ϕ는 식 (18)과 같은 Laplace 식을 만족하

여야 한다.

ϕ ϕ ϕ ϕ   (18)

변형 포텐셜에 적용할 경계조건은 식 (19)와 같다.

ϕ   at   
ϕ   at  
ϕ  at  

 (19) 

첫 번째 식은 셸의 바닥면이 강체로 축 방향 유속

이 0인 조건, 두 번째 식은 자유 표면의 동압이 0이 

조건이며, 마지막 식은 셸과 유체가 접하는 면에서 

유속이 같다는 조건이다. 식 (19)의 조건을 만족하는 

변형 포텐셜은 식 (20)과 같다.

ϕ  coscos (20)

여기서  및 는 식 (21)과 같다.


      ∫cossin  (21)

     for      for ≠ (22)

샌드위치 원통셸의 변형 및 운동에너지를 식 (23)과 

같이 쓸 수 있다. 식 (24)에서 는 시간을 나타낸다.

  (23)

       (24)

또한, 셸과 유체가 접하는 경우 셸과 유체의 연성에 

의한 유체의 운동에너지는 식 (25)와 같이 정의된다.

      ϕϕ  (25)

여기서 는 유체의 밀도로 1000 kg/m3을 고려하였다. 
따라서 유체가 채워진 원통셸에 저장된 총 에너지

는 식(26)과 같다. 

∏ (26)

가정된 변위식 (17)을 총 에너지식 (26)에 대입한 

다음, 그 결과를 Rayleigh-Ritz 과정에 적용하면 고유 

진동수 및 진동형상을 구할 수 있는 고유치 문제 

식 (27)을 얻을 수 있다. 

K M M P  (27)

여기서 M , K는 원통셸의 질량 및 강성 행렬이며, M는 유체에 의한 부가 질량 행렬이다. 또한 P  이다. 
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4. 결과 및 토의

이 연구에서는 셸의 고유진동수를 식 (28)과 같이 

무차원화하여 수치결과를 제시하였다.  

     (28)

고려된 GNP의 물성은    TPa,   ,
   kgm이다. 또한 GNP의 크기는   m, 

   m    nm이다. 

제안된 해석 방법의 타당성을 검증하기 위해 유체가 

채워지지 않고 외피가 없는 GNP 보강 다공 원통셸

( ,  ,   ,    wt)에 대해 무

차원 진동수를 Table 1에 제시하였다(2). 기저 재료는 구
리로    GPa,       kg m의 

물성을 갖는다. Table 1에 제시된 것처럼 모든 기공 분

포에 대해 FSDT를 적용한 Dong 등의 결과와 매우 잘 

일치한다(2). 이 이후로 제시된 모든 수치 결과는 기저 

재료로    GPa,   ,    kg m
의 물성을 갖는 알루미늄 합금을 고려하였다.

유체가 채워진 원통셸( ,  ,    h, 

   wt,   )에 대해 원주 방향 파수 에 

따른 결과를 Fig. 3에 제시하였다. 여기서 PD-U 의 

기공 분포가 고려되었으며, 축 방향 파수 이다. 
모든 셸에 대해 진동수가 에 따라 감소를 하다가 증

가를 한다. 여기서 진동수의 최저값은 기본 진동수에 

해당하는 것으로    에서 나타난다. 저장 

유체의 양이 증가함에 따라 유체의 부가 질량 효과때

문에 모든 모드에서 진동수가 감소하고 있으며, 이와 

같은 감소 현상은 진동수가 클수록 크게 나타난다. 
유체의 영향을 보다 자세히 알아보기 위해 Fig. 3에

서 사용된 셸에 대해 5차 모드까지의 진동수 변화를 

Fig. 4에 제시하였다. 채워진 유체의 양이 증가함에 

따라 진동수는 감소를 한다. 1차에서 3차까지는 모드 

변화없이 (1, 3), (1, 2) 및 (1, 4)를 유지하지만 4차의 

경우는 (2, 4) → (1, 5) → (2, 4)로 변하고 5차 모드

는 매우 다양한 진동 모드로 변화를 한다. 채워진 유

체의 양에 따른 진동 형상을 Fig. 5에 제시하였다. 유
체의 양에 따라 같은 진동 모드라 할지라도 진동 모

드 (1, 4)처럼 진동 형상이 다른 것을 볼 수 있다. 이
와 같은 현상은 (1, 2), (1, 5) 및 (2, 4) 등 대부분의 

진동모드에서 나타난다.

Table 1 Dimensionless natural frequencies of mode 
( ) = (1, 1) for GNP reinforced porous 
cylindrical shells

Porosity 
distribution

 
Present Dong et al.

PD-U
0.2
0.4
0.6

0.2271
0.2181
0.2074

0.2271
0.2180
0.2074

PD-VO
0.2
0.4
0.6

0.2272
0.2189
0.2099

0.2272
0.2189
0.2099

PD-X
0.2
0.4
0.6

0.2273
0.2189
0.2099

0.2272
0.2189
0.2099

1 2 3 4 5 6 7
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Fig. 3 Dimensionless frequencies versus circumferential 
wave number 
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Fig. 4 Variation of the first 5 dimensionless natural 
frequencies versus H/L ratio
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Fig. 6은 기공 분포에 따른 기본 진동수 변화를 나

타낸 것으로 기본 진동수의 크기는 PD-X, PD-VO, 
PD-VI, PD-U의 순으로 나타난다. PD-X의 경우 셸의 

중립면에 가장 큰 기공이 분포되고 외피 쪽으로 갈수

록 기공이 작아져 굽힘강성이 다른 분포 형태보다 크

기 때문에 가장 큰 기본 진동수를 갖는다. 비대칭 분

포를 갖는 경우 진동수 차이가 그리 크지는 않지만 

PD-VO가 PD-VI보다 큰 진동수를 갖는다. 그 이유는 

신장 및 굽힘강성계수는 서로 동일하지만 연성 강성

계수는 PD-VO가 PD-VI보다 크기 때문이다. 모든 기

공 분포에 대해 기본 진동수는 유체 수위 비() 
0.2에서 급격히 감소하다가 0.6 이상이 되면 감소가 

크게 둔화되어 변화가 거의 나타나지 않는다. 유체 

양에 따른 진동수 거동은 기공 분포 형태와 관계없이 

거의 같은 경향을 보인다. 
PD-X(  )의 기공 분포를 갖는 원통셸에 대해 

GNP의 무게 비()가 기본 진동수에 미치는 영향을 

알아보기 위해 Fig. 7이 제시되었다. 제시된 진동수 

비는 ≠인 셸의 진동수를   인 셸의 진동수

로 나눈 값이다. 제시된 진동수 비로부터 기본 진동

수는 GNP 양이 많아질수록 증가한다는 것을 알 수 

있다. 유체가 채워지지 않은 셸에서 가장 큰 GNP 보
강 효과를 얻을 수 있으며, 유체의 양이 많아질수록 

그 효과는 작아진다. 이와 같은 현상은 GNP의 무게 

비 증가에 따른 강성 증가보다 유체의 부가질량효과

가 크게 작용하기 때문에 나타난다.
Fig. 8에서는 PD-X(  )의 기공 분포를 갖

는 원통셸에 대해 다공성 계수가 기본 진동수에 미치

는 영향을 보여 준다. 진동수 비는 다공 코어 셸의 기

본 진동수를 기공이 없는 셸의 기본 진동수로 나눈 

값이다. 기본 진동수는 다공성 계수가 커짐에 따라 감

소를 한다. 저장 유체의 양이 많아질수록 진동수 감소

가 크게 나타나고 있다. 그러나 유체가 저장되지 않은 

셸의 경우 감소량이 상대적으로 적게 나타나고 있으

며 반대로 약간의 증가 현상이 나타나는 것도 볼 수 

있다. 유체가 저장되지 않은 셸의 경우 큰 다공성 계

수에서 진동수가 다시 증가를 한다. 그 이유는 기공에 

의한 질량 감소 효과가 굽힘강성 감소 효과보다 크게 

작용하기 때문으로 이전 연구인 다공 코어 샌드위치

판에 대한 거동에서 보다 자세히 확인할 수 있다(4). 그
러나 유체 저장 셸의 경우에는 유체의 부가질량효과

가 크게 작용하여 진동수는 항상 감소한다. 
Fig. 9에서는 GNP의 형상 비( ) 및 두께 비

( )가 기본 진동수에 미치는 영향을 알아보았다.  
고려된 GNP의 두께는 일정하다. GNP가 정사각형일 
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0
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Fig. 5 The first five mode shapes versus H/L ratio
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Fig. 6 Dimensionless fundamental frequencies for various 
porosity distributions
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경우 직사각형보다 접촉면적이 커지기 때문에 GNP
의 형상 비가 1에 가까워질 수록 큰 기본 진동수를 

갖는다. 또한 두께 비가 커질수록 GNP의 길이가 길

어져 접촉면적이 커지기 때문에 기본 진동수는 증가

하며 어느 값 이상이 되면 형상 비에 관계없이 거의 

일정하게 되어 두께 비 1000 이상에서 형상 비에 관

계없이 가장 큰 기본진동수를 얻을 수 있다. 

5. 결  론

정재 전단변형이론을 적용하여 유체가 부분적으로 

채워진 다공 코어 샌드위치 원통셸에 대해 진동 특성

을 연구하였다. 외피 및 코어는 모두 그래핀 나노판

으로 보강되며, 다공 코어는 두께방향으로 기공이 연

속적으로 분포를 한다. 제안된 이론 해석을 통해 다

음과 같은 결론을 얻었다. 
(1) 저장 유체는 셸의 고유진동수 및 진동형상에 

매우 큰 영향을 미친다. 특히 저장 높이에 따라 고유

진동수가 급격히 감소하며 어느 높이 이상이 되면 일

정한 값을 갖는다. 
(2) 같은 양의 재료에 대해 기공을 셸의 중립면으

로 많이 분포시킴으로써 강성 증가 효과를 얻을 수 

있어 진동수를 증가시킬 수 있다.
(3) 그래핀 나노판의 양이 많아 질수록 보강 효과

가 커져 진동수는 증가하지만 저장 유체의 양이 많아 

질수록 그 효과는 줄어 든다.
(4) 다공성 계수가 커질수록 기본 진동수는 전반적으

로 감소하며 유체가 많아 질수록 그 영향은 증가하여 

더 크게 감소한다. 그러나 유체가 없는 경우 PD-X 분
포의 경우에는 어느 계수 이상이 되면 다시 증가한다.

(5) 기저재료와 GNP와의 접촉면적을 크게 함으로

써 큰 고유 진동수를 얻을 수 있다.
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